ei 


RY a 
无 限 维护 所 学 引 论 


杨 寄 彪 O 编著 


西南 交通 大 学 出 版 社 
.成 都 。 


图 书 在 版 编目 (C I P ) 数据 


交通 大 学 出 版 社 ，2019.8 


ISBN 978-7-5643-7068-8 


无 限 维 拓扑 学 引 论 / 杨 寒 彪 编著 . 一 成 都 : 西南 


工 . @ 无 … I. @ 杨 … 亚 . @ 无 限 维 -拓扑 -研究 生 
-教材 V. DO189 


版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 ( 2019 ) 第 179086 号 


Wuxianwei Tuopuxue Yinlun 


无 限 维 拓扑 学 引 论 


印张 


11.25 字数 166 千 


成 品 尺寸 170 mm x 230 mm 


版 次 


2019 年 8 月 第 1 版 


2019 年 8 月 第 1 次 
9 川 煤田 地 质 制 图 印刷 厂 


SBN 978-7-5643-7068-8 


图 书 如 有 印 装 质量 问题 ”本社 负责 退换 


| 杨 寒 彪 ”编著 


责任 编辑 张 宝 华 
封面 设计 何 东 琳 设计 工作 室 


出 版 发 行 ” 西 南 交 通 大 学 出 版 社 
网 址 http://www.xnjdcbs.com 


地 址 ”四川 省 成 都 市 金牛 区 二 环 路 北 一 段 111 号 
西南 交通 大 学 创新 大 厦 21 楼 


邮政 编码 ”610031 


发 行 部 电话 028-87600564 028-87600533 


定价 ”56.00 元 


版 权 所 有 ”盗版 必 究 ”举报 电话 : 028-87600562 


| 前 过 | 


本 书 是 为 拓扑 学 专业 的 硕士 研究 生 和 博士 研究 生 提供 的 关于 度量 空间 
和 无 限 维 拓扑 学 学 习 的 学 术 专 著 . 相对 于 国内 一 般 的 点 集 拓扑 学 著作 而 言 ， 
本 书 的 重点 是 度量 空间 的 拓扑 学 和 无 限 维 拓扑 学 , 这 恰好 是 拓扑 学 在 其 他 
学 科 的 应 用 中 最 重要 的 部 分 , 同时 也 满足 了 在 一 个 相对 比较 短 的 篇 幅 内 以 
比较 低 的 起 点 给 出 一 些 深刻 的 拓扑 学 定理 的 要 求 . 另外 , 本 书 提供 的 无 限 维 
拓扑 学 知识 在 国内 出 版 的 专著 中 较 少 涉及 . 

本 书 由 4 章 组 成 . 第 1 章 给 出 了 本 书 需要 的 集合 论 知识 . 第 2 章 定义 了 
度量 空间 、 连 续 映 射 和 其 他 基本 概念 ， 并 给 出 了 这 些 概念 的 性 质 , 同时 也 
给 出 了 大 量 例子 . 第 3 章 定义 了 度量 空间 的 连通 性 . 本 书 的 最 后 一 章 给 出 了 
无 限 维 拓扑 学 引 论 , 其 主要 目的 是 证 明 Anderson 定理 , 即 Hilbert 空间 人 ? 
同 胚 于 无 限 可 数 个 实 直 线 的 乘积 ; 为 证 明 这 个 结果 所 使 用 的 工具 在 今天 的 
无 限 维 拓 扑 学 研究 中 仍然 生机 勃勃 . 

本 书 的 绝 大 多 数 结论 及 其 证 明 都 来 源 于 一 些 经 典 的 书籍 , 本 书 作者 的 主 
要 工作 是 选择 和 自 认 为 恰当 的 陈述 . 本 书 第 1 章 主要 参考 了 文献 [10] 和 [20], 
第 2 章 至 第 4 章 主要 参考 了 文献 [1], [4], [9], [13], [17]. 文献 [4] 和 [11] 
给 出 了 本 书 涉及 的 绝 大 多 数 结论 的 历史 , 读者 可 以 参考 . 

阅读 完 本 书后 , 如 果 你 想 继续 学 习 拓 扑 学 , 文献 [4] 给 出 了 关于 一 般 拓 
扑 学 经 典 内 容 再 学 习 的 材料 ; 文献 [11], [12] 和 [21] 是 进一步 学 习 无 限 维 拓 
扑 学 的 很 好 教材 ; 文献 [13] 和 [14] 是 学 习 代数 拓扑 学 的 好 教材 ; 文献 [5] 给 
出 了 维 数论 的 全 面 陈述 . 另外 , 本 书 中 包含 一 些 没 有 给 出 证 明 的 陈述 , 但 告 
知 了 包含 这 些 证 明 的 文献 . 这 为 读者 进一步 学 习 相应 内 容 提供 了 方便 . 

本 书 得 到 广东 省 自然 科学 基金 博士 启动 项 目 (NO. 2016A030310002) ， 
国家 自然 科学 基金 青年 项 目 (NO.11601393) , 国家 自然 科学 基金 面 上 项 
目 : 四 元 数 双 曲 流 形 与 拟 共 形 映 射 (NO:11871379)， 国 家 自然 科学 基金 


面 上 项 目 (NO. 11971287)，2018 广东 省 教育 厅 特 色 创 新 项 目 : 四 元 数 双 
曲 流 形 的 几何 拓扑 特征 , 2018 广东 省 普通 高 校 省 级 重点 平台 重点 科研 项 目 
教育 科研 项 目 : 以 OBE 理念 为 导向 与 工科 相 结 合 的 < 线性 代数 > 教材 编撰 
(NO. 2018GXJK192, 2018GXJK193) 和 青年 创新 人 才 项 目 : 拓扑 指数 等 
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第 1 竟 公理 集合 论 简 述 


合 论 是 现代 数学 的 基础 , 本 章 将 给 出 本 书 所 需要 的 基本 集合 论 知识 
按照 现在 的 教材 体系 , 集合 论 知识 在 高 中 数学 课本 中 已 经 出 现 , 在 大 学 的 各 
门 课程 中 又 得 到 进一步 加 深 , 特别 是 “ 实 变 函数 ”教材 中 给 出 的 基数 定义 
等 . 因此 , 作为 这 些 课 程 的 后 续 课 程 . 我 们 希望 , 本 章 给 出 的 集合 论 知 识 能 
在 此 基础 上 有 所 提高 . 我 们 选择 了 一 种 介 于 公理 化 方法 和 朴素 方法 之 间 的 
方法 来 介绍 集合 论 知识 . 具体 而 言 , 本章 没 有 给 出 逻辑 知识 , 尽管 , 一 般 来 
讲 , 公理 化 集合 论 需要 很 强 的 逻辑 知识 . 另外 , 对 于 一 些 如 果 用 公理 化 方法 
将 会 很 麻烦 的 地 方 , 我 们 进行 了 朴素 处 理 . 当然 , 我 们 也 兼顾 公理 化 方法 和 
朴素 方法 , 一 方面 用 公理 的 方法 给 出 严格 的 陈述 , 另 一 方面 又 用 朴素 的 语言 
给 出 解释 . 关于 集合 论 的 系统 知识 参见 文献 [8], [10], [20]. 
读者 如 果 不 想 学 习 公 理 集合 论 , 也 可 以 简单 浏览 1.1 节 , 知道 本 书 的 一 
些 记号 , 然后 继续 学 习 1.2 节 至 1.4 节 即 可 . 对 于 大 多 数 读 者 已 经 熟悉 的 一 
些 集合 论 知 识 , 我 们 放 在 了 练习 中 , 希望 大 家 认真 复习 . 


1.1 集合 论 公理 


本 节 将 给 出 集合 论 公 理 和 一 些 基本 概念 . 所 谓 公理 化 方法 就 是 用 公理 
( 即 被 认为 是 正确 的 论断 ) 给 出 一 些 概念 的 性 质 . 集合 论 中 两 个 最 重要 的 
不 定义 概念 为 : 集合 和 集合 的 元 素 . 也 就 是 说 , 下 面 的 两 个 论断 不 需要 给 
出 定义 : 

第 一 , Z 是 一 个 集合 ; 

第 二 , 集合 a 是 集合 4 的 元 素 , 记 作 : ae 4 或 者 4 3 . 

因为 读者 已 经 熟悉 这 两 个 概念 的 朴素 说 明 , 在 此 不 再 做 进一步 说 明 . 本 
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书 中 , 几乎 所 有 的 研究 对 象 都 是 集合 , 所 以 . 小 写 的 英文 字母 a, b,c 等 , 大 
写 的 英文 字母 4, B，C 等, 花 写 的 英文 字母 4, B,C 等 , 带 下 标的 字母 a,,B,， 
C4 等 , 希腊 字母 a, 5, 厂 , A 等 都 可 以 表示 集合 . 注意 ，“ 元 素 ” 并 不 是 一 个 
集合 论 概念 , 更 不 是 一 个 不 定义 概念 . 所 以 , 可 以 说 , 集合 a 是 集合 4 的 一 
个 元 素 , 但 是 , 不 可 以 说 , 集合 a 是 一 个 元 素 ! 在 很 多 教科 书 中 , 为 了 强调 ， 
有 时 称 一 个 由 集合 组 成 的 集合 为 族 . 但 是 , 按照 一 般 公理 化 集合 论 的 观点 ， 
所 有 的 集合 都 是 由 集合 组 成 的 . 本 书 中 , 为 了 和 大 家 的 习惯 一 致 , 我 们 有 时 
也 称 一 些 集合 为 族 , 也 就 是 说 , 族 是 集合 的 同义词 . 另外 ,对 于 个 别 不 是 集 
合 的 类 , 我 们 用 多 个 黑体 字母 表示 , 例如 ， 用 SET 表示 所 有 集合 构成 的 类 . 

在 本 书 中 , 用 ag 4 或 者 4 A4 记 ae 4 不 成 立 , 表示 a 不 是 集合 4 的 元 
素 . 以 后 , 我 们 也 用 类 似 的 方法 表示 否定 , 例如 , 3 天 2, azb 等 . 

下 面 用 公理 给 出 这 两 个 概念 的 基本 性 质 , 这 个 公理 体系 被 称 为 
Zermelo-Fraenki 选择 公理 系统 , 简 记 为 ZFC 系统 . 

公理 1.1.1 (外 延性 公理 ) ”对 于 任意 的 两 个 集合 ,7Y, 车 = 了 的 充分 必 
要 条 件 是 对 任意 的 集合 Z, 

Ze 革 当 且 仅 当 Z eY. 

外 延性 公理 说 明 ， 集 合 是 由 该 集合 的 元 素 确定 的 , 这 个 公理 是 下 面 很 
多 集合 唯一 性 的 保障 . 而 下 面 的 公理 1.1.2 至 公理 1.1.7, 公理 1.1.9 和 公理 
1.1.10 将 保障 存在 充分 多 的 集合 . 

公理 1.1.2 ( 空 集 存在 公理 ) ”存在 集合 全 使 得 对 于 任意 的 集合 Z, 

A 

由 外 延性 公理 , 满足 上 面条 件 的 集合 并 是 唯一 的 . 

定义 1.1.1 称 满足 上 面 公理 的 唯一 集合 为 空 集 , 记 为 口 . 不 是 空 集 的 其 
他 集合 称 为 非 空 集合 . 

公理 1.1.3 (对 集 存 在 公理 ) ”对 于 任意 的 两 个 集合 a, b, 存在 集合 工 
使 得 对 任意 的 集合 x, 


xe 于 当 且 仅 当 x=a 或 者 x=b. 
定义 1.1.2 对 于 任意 的 两 个 集合 a, b, 我 们 称 满足 上 面 公理 的 唯一 集 
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合 为 由 a, b 组 成 的 对 集 , 记 为 {a,5} . 当 a=b 时 , 用 {a} 记 {a,)}, 称 {a} 为 单 
显然 ，{a,b} = {b,a} . 设 a,b 是 集合 , 我 们 使 用 


(a,b) 记 集合 {{a},{a,b}}. 


用 三 次 对 集 存在 公理 可 以 知道 , 后 者 确实 是 一 个 集合 . 称 (a.5) 是 由 a,b 组 成 
的 序 对 集 . 

和 对 集 不 同 . 我 们 有 下 面 的 结论 . 

定理 1.1.1 对 任意 的 集合 a,b,x,y, (a,b)=(x,y) 当 且 仅 当 x=a 且 y=5。. 
特别 地 , 当 a zb 时 , (a,b)#(b,a). 

证 明 显然 , 当 x=a,y=b 时 . 有 (a,b)=(x,y). 

现在 假设 (a,5)=(x,y), 即 {{Q},{a, 怒 } ={{x},{x, 让 }. 我 们 考虑 下 面 三 种 
情况 来 证 明 x = ay=z2. 

情况 A. 人 = ofa 引 = 人 fr 妇 . 显 然 s=x 成 立 . 如 果 a=b, 那么 y=a 
=b. 所 以 有 a=x,b=y 成 立 . 如 果 azb, 那么 yza, 否则 , pg {a}={x, 小 ,与 
be {a,b} = {x,»} 矛盾. 所以, y=。. 

情况 B，{a} = {x,y, {a,p} = {x}. 这 时 , 由 第 一 个 等 式 和 定义 , 有 x=a 且 
y=a; 由 第 二 个 等 式 和 定义 , 有 a=x 且 b=x. 所 以 x=a,y=b 成 立 . 

情况 C. 否则 , 这 时 , 必然 有 {aq} = 人 = fx, 小 ={a,}. 所 以 , 仿 情况 B 可 
以 验证 x=a,y=b 也 成 立 . 证 毕 . 

进一步 , 我 们 可 以 定义 

(5) = (Cao 


(KB, B00) = (0,%,%), 4); 


(C=) 
公式 是 一 个 逻辑 学 概念 , 简单 叙述 如 下 . 
首先 是 原始 公式 , 即 下 面 的 两 类 公式 : 
(1) X=y; 
(2) xey. 
其 次 , 命题 连接 词 包括 
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非 : 一 PP， 且 : pAg，, 或 : PYV9， 蕴含 : pg, 等 价 : 卫 人 4. 
量词 包括 
任意 量词 : vx yj, 存在 量词 : 3x Y 

而 公式 就 是 原始 公式 经 过 有 限 次 命题 连接 词 和 量词 复合 所 能 得 到 的 全 体 . 

如 果 一 个 变量 x 出 现在 一 个 公式 jp 中 且 在 x 的 前 面 没 有 量词 Vx 和 3x， 
则 称 x 为 公式 yp 的 自由 变量 . 如 果 x,x,,…,x, 是 公式 yp 的 全 部 自由 变量 , 我 
们 记 这 个 公式 为 g(x1,x,,…,x,). 不 含 自由 变量 的 公式 称 为 句子 . 

在 公理 化 集合 论 发 展 早期 , 人 们 曾 认为 对 任意 的 公式 yj(x)， 


{x :G(x)} 
是 集合 . 但 著名 的 Russell 悖 论 否定 了 这 种 想法 . 事实 上 , 假定 如 此 , 那么 


这 二 


是 一 个 集合 . 但 容易 看 到 , 这 时 , Ze Z 当 且 仅 当 Zg2Z. 矛盾! 
对 任意 的 公式 $(x, p,,…,p,), 称 
{x :G(x, p17, p,)} 
为 一 个 可 由 变量 p,,…,p, 定义 的 类 . 如 果 乡 仅 含 一 个 自由 变量 x, 那么 , 上 面 
的 类 称 为 可 定义 的 类 . 
集合 一 定 是 类 . 事实 上 , 设 4 是 一 个 集合 , 那么 ， 
A={x:xe4d}. 
所 以 , 4 是 类 . 但 是 , Russell 悖 论说 明 类 不 一 定 是 集合 . 用 SET 表示 所 有 集合 
构成 的 类 , 后 面 的 正则 性 公理 将 显示 它 不 是 集合 . 我 们 需要 下 面 的 公理 . 
公理 1.1.4 (分 离 性 公理 ) ” 设 工 是 集合 , p(x,w) 是 一 个 公式 , 那么 对 任 
意 的 u, 存在 集合 了 使 得 对 任意 的 集合 *， 
xe 了 当 且 仅 当 (xe xX) 和 (x,1). 
显然 , 满足 上 面条 件 的 集合 了 是 唯一 的 , 记 作 
{x eX: gx,0)}. 
关于 分 离 性 公理 , 有 很 多 推论 . 


人 
有 
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定理 1.1.2 对 任意 的 非 空 集 合 蕊 存在 唯一 集合 了 使 得 对 任意 的 集合 y, 
ye 了 当 且 仅 当 对 任意 的 xe 对 ,有 yex. 
证 明 因为 了 不 是 空 集 , 所 以 存在 xm s 工 . 那么 
Y={yexw:Vvx (xeX)—» (yex)}. 


注意 到 ， 
g(x):Vx (xeX)— (yex) 


是 一 个 公式 . 因此 , 由 分 离 性 公理 , 了 是 一 个 集合 . 显然 , 了 是 我 们 需要 的 
集合 . 

唯一 性 由 外 延性 公理 立即 得 到 . 证 毕 . 

定义 1.1.3 满足 上 面 定理 的 唯一 集合 了 称 为 集合 工 的 交 , 记 作 


NX 或 者 MS: 


当 工 = {wm,%} 时 , 我 们 用 amnam 代替 门 工 . 当 交 mm = 儿 时 , 我 们 说 集合 
2 已 不 相交 ; 当 anzx #* 纪 时 , 我 们 说 集合 ,x% 相 交 . 

注 1.1.1 我 们 不 能 证 明 空 集 的 交 存在 ! 所 以 , 以 后 谈 到 集合 的 交 时 一 
般 指 非 空 集合 的 交 . 但 在 特定 的 情况 下 , 我 们 可 以 专门 定义 空 集 的 交 . 

定理 1.1.3 对 任意 的 集合 7, 存在 唯一 的 集合 Z 使 得 对 任意 的 集合 -， 


zeZ 当 且 仅 当 ze 开 但 ze 了 . 
Z={zeX:¢Y}={zeX:—A(seY)} 


满足 要 求 . 由 外 延性 公理 , 满足 上 面 定理 的 集合 Z 由 集合 了 了 确定 . 证 毕 . 
定义 1.1.4 满足 上 面 定理 的 唯一 集合 Z 称 为 集合 工 与 集合 了 的 差 , 记 作 
是 下。 
但 由 分 离 性 公理 并 不 能 得 到 并 集 的 存在 性 , 我 们 需要 另 一 个 公理 . 
公理 1.1.5 (并 集 存 在 公理 ) ”对 任意 的 集合 蕊 存在 集合 了 使 得 对 任 
意 的 集合 y, 
yes 当 且 仅 当 存在 xs 工 使 得 ysx. 
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由 外 延性 公理 , 满足 上 面 公 理 的 集合 了 由 集合 了 确定 . 
定义 1.1.5 我 们 称 满足 上 面 公 理 的 唯一 集合 了 为 集合 工 的 并 , 记 作 


UX 或 者 【本 
xeX 
显然 , 【j@= 儿 . 设 为 ,x%…,%,x% 是 集合 , 令 


ap =Ufeazj 0}}; 


(es Us 


UU 吉 U…Uz, 或 者 [jx 代理 [ja 
i1 
那么 ， 
Ce =U UU 


也 许 你 会 认为 , 我 们 不 需要 对 集 存在 公理 而 用 {wy}U {x,} 定义 Cam 即 
可 保障 对 集 {%,x,} 的 存在 性 . 但 , 事实 上 是 不 对 的 , 因为 没有 对 集 存 在 公理 ， 
对 于 集合 x，{x} 将 不 能 按照 上 面 的 方式 定义 . 

同样 , 我 们 用 


Ns 或 者 站 代 巷 门 Ba 


下 面 将 给 出 办 集 公理 . 为 此 , 我 们 需要 一 个 定义 . 

定义 1.1.6 设 区 了 是 集合 , 如 果 对 任意 的 集合 x, 由 xe 革 可 以 推出 
xe 了 , 则 称 了 是 了 的 子 集 或 者 工 包含 于 7 或 者 了 包含 蕊 记 作 三 7 或 者 
了 二 半 . 否则 , 记 为 式 C7 或 者 了 力 工 . 如 果 全 CY 且 存 在 集合 ye 了 使 得 
ye& 开 , 则 说 工 是 了 的 真子 集 , 记 作 六 GY.” 

下 面 是 景 集 公理 . 

公理 1.1.6 ( 窜 集 公理 ) “对 任意 的 集合 蕊 存在 集合 了 使 得 对 任意 的 

合 Z, 


ZeZ 当 且 仅 当 Zc 工 . 


人 有 的 教科 书 中 用 瑟 E 了 表示 了 是 Z 的 子 集 ， 用 工 C 了 表示 是 7 的 真子 集 . 
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定义 1.1.7 我 们 把 满足 上 面条 件 的 集合 了 称 为 集合 工 的 壤 集 , 它 由 工 
唯一 确定 , 记 为 P(X). 

办 集 公 理 是 说 , 集合 的 子 集 的 全 体 是 集合 . 

利用 究 集 公理 , 我 们 可 以 定义 集合 的 乘积 . 对 于 集合 7, 可 能 你 知道 ， 
了 x 了 应 该 是 由 所 有 的 序 对 集 (x,y) 组 成 , 这 里 ,xe ,ye 了 . 但 , 问题 是 
革 x 了 为 什么 是 一 个 集合 ? 我 们 需要 器 集 公理 . 首先 , 对 任意 的 xe XX, yeY， 
按 定义 ，{x,y} Cc 革 UY. 因 此, {x,y}e P(XU 也 . 同 理 , {x}e P(X)c P(XUYD). 
所 以 

(x,y) ={{x),{x,y}}e P(P(XUY)). 
再 应 用 分 离 性 公理 , 可 以 知道 
XxY={(x,y)e P(P(XUY)):xeX,yeY} 

是 集合 . 

定义 1.1.8 设 式 了 是 集合 , 称 集合 x 了 为 集合 全 了 的 Cartesian 乘 
积 , 简称 为 乘积 . 同样 , 我 们 可 以 定义 有 限 乘积 . 设 已 , 闷 …, 闷 是 集合 ， 


XE XH, = {M,N ) A EL,X EX,,…,X, ER,} 


被 称 为 集合 天 ,XY,,…,, 的 乘积 . 
特别 地 . 当 对 =X, =…= 了 XY,= 了 时 , 我 们 用 XX" 表 示 上 面 的 集合 . 同时 
为 了 方便 , 我 们 约定 X? = {@}. 
定义 1.1.9 设 革 了 是 集合 , 工 x 工 中 的 任何 子 集 RR 被 称 为 由 六 到 了 的 
一 个 关系 . 令 
dom(R)={xe 革 :存在 ye 了 使 得 (x,y)e R}， 


ran(R)={yeY: 存 在 xe 耻 使 得 (x,y) eR}. 


显然 , dom(R), ran(R) 分 别 是 集合 了 的 子 集 , 分 别称 为 关于 R 的 定义 域 和 
值 域 . 

如 果 由 天 到 了 的 关系 f 满足 下 面 的 条 件 , 则 称 f 为 一 个 由 天 到 了 的 
映射 : 

(1) dom(f/)=X; 
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(2) 对 任意 的 xe 针 , ,ye 了 ,如 果 (x,3),(x,y)e 了 ,那么 , y=y. 

显然 , 如 果 f 是 由 碟 到 了 的 映射 , 那么 , 对 任意 的 xse 工 , 存在 唯一 的 
ye 了 使 得 (x,y)e f. 我 们 用 Fo 来 记 这 个 唯一 的 y, 称 之 为 在 f 下 x 的 像 . 
用 

着 2 过 

表示 f 是 由 对 到 了 的 映射 . 用 7* 表 示 由 让 到 了 的 映射 全 体 , 于是 一 个 集 
合 , 见 练习 1.1.E. 为 了 方便 , 我 们 约定 , Y? ={@}. 

可 以 仿照 上 面 定义 来 定义 由 类 到 类 的 映射 

公理 1.1.7 (替换 公理 ) 对 任意 的 集合 和 任意 的 类 7Y, 如 果 
三 : 工 一 了 是 映射 , 那么 ran(f) 是 集合 . 

上 面 的 替换 公理 通俗 地 来 讲 就 是 , 集合 的 像 是 集合 . 它 是 不 可 缺少 的 . 
下 面 的 正则 公理 保证 了 不 会 存在 “畸形 ”集合 . 

公理 1.1.8 (正则 公理 ) ”不 存在 集合 ,x,,…,x, 使 得 

和 有 所 入 二 和 六- 
设 x 是 一 个 集合 , 我 们 称 集合 
x+1=xU{x} 
为 集合 x 的 后 继 集 合 . 进一步 , 定义 
x+2=(x+D)+1,x+3=(x+2)+1,.…. 

由 正则 公理 得 如 下 定理 . 

定理 1.1.4 对 任意 的 集合 x 和 自然 数 nz0, 有 x+nzx. 

到 目前 为 止 , 我 们 的 公理 不 能 保证 “无 限 集 ” 的 存在 性 , 所 以 , 需要 无 
限 集 公理 . 

公理 1.1.9 (无 限 集 公理 ) ”存在 集合 工 使 得 

多 e 于 ,对 任意 的 xe 卫 ,有 x+le 庆 . 


这 个 公理 好 像 与 无 限 集 无 关 , 但 后 面 在 严格 定义 了 无 限 集 后 将 证 明 满 
足 这 个 条 件 的 集合 必然 是 无 限 的 . 一 般 来 说 . 称 上 面 的 公理 体系 为 
Zermelo-Fraenki 系统 . 简 记 为 ZF 系统 . 最 后 , 引入 一 个 饱 受 争议 的 公理 ， 
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以 完成 ZFC 系统 的 公理 陈述 . 

公理 1.1.10 (选择 公理 ) 设 荆 是 集合 且 Gg 人 ,那么 , 存在 映射 
:全 玉 中 使 得 对 任意 的 xeX, 有 

f(x)ex. 

注意 , 对 于 于 ={w,x,…,x,} 是 有 限 集 的 特殊 情况 , 选择 公理 中 的 结论 
可 以 由 前 面 的 公理 得 到 . 选择 公理 之 所 以 饱 受 争 议 是 因为 凡 必须 用 选择 公 
理 才 能 证 明 的 结论 , 其 证 明 都 不 是 很 自然 . 但 是 , 如 果 没有 选择 公理 , 很 多 
我 们 熟悉 的 数学 结论 将 不 再 成 立 . 对 于 一 般 拓 扑 学 , 选择 公理 也 是 不 可 缺少 
的 . 关于 选择 公理 的 进一步 讨论 , 我 们 将 在 1.4 节 给 出 . 


练习 1.1 


1.1.A. 设 总 ,部 是 非 空 集 合 . 证 明 : 
UX UUX, =UCX UX,): NX NNY, =NX NY,). 


1.1.B. 设 4,B,C 是 集合 . 证 明 : 

(1) AN(BUC)=(4NB)U(ANO), A4U(BNO)=(4UBN(AUO); 
(2) 4nB=Bn44UB=BU4; 

(3) A4NG=8,AUG=4:; 

(4) 4cB 当 且 仅 当 4NMMB=4 当 且 仅 当 4UB=B; 

(5) 4=B 当 且 仅 当 4cB 且 Bc 4. 

1.1.C. 设 4, B 是 集合 . 证 明 : 


ANUB=(J(4ND). 4UnB= 门 CU 人 
beB beB 


1.1.D. 设 4, B 是 集合 . 证 明 : 


A\UB=[(J(4\b), 4\NMNB= (4\b). 
beB beB 


上 面 两 个 公式 被 称 为 de Morgan 对 偶 律 . 


1.1.E. 设 蕊 了 是 集合 , 证 明 六 是 集合 . 


1.2 集合 上 的 几 种 特殊 关系 


上 一 节 , 我 们 已 经 定义 了 集合 上 的 关系 和 一 种 特殊 的 关系 一 -映射 , 本 
节 , 我 们 将 再 定义 三 种 特殊 的 关系 : 等 价 关 系 、 偏 序 关 系 和 良 序 关系 . 之 后 ， 
我 们 将 研究 这 四 种 关系 的 基本 性 质 . 

映射 对 我 们 来 说 是 非常 重要 的 概念 , 下 面 给 出 一 些 基本 的 概念 和 符号 . 

设 蕊 了 是 集合 , 太 : 工 一 了 是 映射 . 对 任意 的 4cX,BcY, 定义 

f(A)={f(0) erY:ae Ad};f"(B)={xeX:/f(x) eB}. 
当 B={6} 是 单 点 集 时 . 可 以 用 
六 GO) 代替 /7({b}). 

由 分 离 性 公理 ，j(C4) ， 广 (B) 分 别 是 工 工 的 子 集 , 分 别称 为 在 了 下 集合 4 的 
像 和 在 /下 集合 了 的 逆 像 . 

注意 到 , 在 这 个 定义 下 ,， 太 : PCE) -> P(Y) 和 /7:P(Y) -> PCY) 是 两 个 映 
射 . 这 样 , 我 们 使 用 了 同一 个 记号 了 来 表示 两 个 不 同 的 映射 , 但 一 般 不 会 由 此 
引起 混淆 , 如 果 有 必要 , 可 以 用 f: 了 -> 了 和/f:P(X) ~> PO) 区 别 它们 . 

如 果 

f(X)=ran(f)=7., 

则 称 了 是 满 射 . 

如 果 对 任意 的 ,x, es 工 ， 

忆 节 六 能 推出 f(w)# 了 (x,); 

则 称 了 是 单 射 . 

如 果 f 既是 单 射 又 是 满 射 . 则 称 f 是 双 射 或 者 一 一 对 应 . 当 f 是 一 一 
对 应 时 , 可 以 定义 

f={9,x) erYxX:(x,y) ef}. 
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容易 验证 ， 广 :了 一 工 是 一 个 映射 而 且 也 是 一 一 对 应 . 
设 了 ,7Y,Z 是 集合 ,， f: 了 一 了 和 g:7 ->Z 是 映射 . 定义 


g°f ={(x,2)eXxZ:dy(y eT AS) =y) A (8(y) = 7)}. 


那么 ,gej 是 到 Z 的 映射 , 称 为 映射 上 /和 g 的 复合 . 
设 f: 荆 一 了 是 一 个 映射 4c 工 , 定义 


f14=fN(4x7). 


那么 , f|4:4 一 了 是 一 个 映射 , 称 为 映射 了 在 4 上 的 限制 . 
对 任意 的 集合 下 
idr = {(x,x)eXxX:xeX} 
是 了 到 的 映射 , 称 为 工 上 的 恒 等 映 射 . 如 果 没 有 混淆 , 恒 等 映 射 也 记 为 
id: 了 一 革 . 
对 任意 的 集合 于 了 和 ceY, 我 们 定义 映射 


{(x,c) eXxY:xeX} 


为 常 值 映射 . 这 个 常 值 映 射 一 般 也 记 作 c: 工 一 了 . 

我 们 熟悉 的 映射 / :天 -> 了 的 定义 是 : 对 任意 的 xse 碟 , 指定 了 唯一 的 
y=f(x)e 了 与 之 对 应 . 我 们 的 定义 和 这 个 定义 在 本 质 上 是 一 样 的 , 只 不 过 
我 们 的 定义 比较 严格 . 这 里 的 定义 比较 方便 , 或 者 具体 来 说 , 我 们 的 定义 就 
是 这 个 定义 的 严格 化 . 一 般 来 说 , 我 们 会 给 出 映射 的 记号 , 例如 , fj 等 . 但 
是 , 有 时 为 了 简单 , 我 们 可 能 不 引入 需要 定义 的 映射 的 记号 , 而 用 下 面 的 方 
法 给 出 由 民 到 了 工 的 映射 : 对 任意 的 xs 工 , 有 唯一 确定 的 与 之 对 应 , 那么 ， 
我 们 用 

XPDy 
定义 这 个 映射 . 例如 , 对 任意 的 集合 蕊 


XH> (x,x) 


建立 了 一 个 由 民 到 碟 x 蕊 的 映射 . 
关于 像 和 逆 像 的 运算 性 质 , 大 家 可 能 已 经 很 熟悉 , 我 们 把 它们 放 在 本 节 
的 练习 中 , 请 大 家 认真 复习 . 


= 
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设 工 工 是 集合 , gj:T-> 工 是 满 射 . 如 果 , 对 任意 的 ie7, 我 们 用 x, 记 y(0)， 
那么 ， 
X={00) :ieD= {x :iel}. 


这 时 , 我 们 说 fx :ie 了 7} 是 集合 全 的 一 个 指标 化 , 7 被 称 为 指标 集 , 映射 p 被 
称 为 指标 映射 . 指标 化 经 常 被 用 来 表示 集合 的 交 、 并 等 . 例如 , 这 时 ， 


LU 这 -Us 站 < 人 > 


后 面 , 当 设 工 = fa:ie 刀 时 , 就 意味 着 对 集合 XY 的 一 个 指标 化 . 显然 , 任何 
一 个 集合 都 能 够 指标 化 , 而 且 如 果 必要 , 我 们 能 进一步 要 求 指标 映射 是 一 一 
对 应 的 . 

设 工 是 集合 , R 是 工 到 工 的 关系 , 即 Rc 车 x 卫 ,这 时 , 我 们 称 尺 是 工 上 
的 关系 . 下 面 , 定义 并 上 的 关系 的 几 种 性 质 . 

自 反 关系 : 如 果 对 任意 的 xs 工 . 有 (x.x)eR. 

对 称 关 系 : 对 任意 的 x,ye 了 ,如 果 (x,y)eR, 则 (y,x)eR. 

反对 称 关系 : 对 任意 的 x,ye 于 ,如 果 (x.y)eR 且 (y,x)eR, 则 x=y. 

传递 关系 : 对 任意 的 x,y ze 工 , 如 果 (x,y)eR 且 (y,2)eR, 则 (x,z)eR. 

定义 1.2.1 设 工 是 集合 , R 是 人 到 大 的 关系 . 如 果 R 满足 自 反 关 系 、 
对 称 关系 和 传递 关系 , 则 称 R 为 上 的 等 价 关系 . 一 般 地 . 我 们 使 用 ~ 记 等 
价 关系 ，(x,y) e~ 一 般 被 记 为 x~y. 如 果 ~ 是 Xx 上 的 等 价 关 系 , 对 任意 的 
xe 工 , 令 


[x]~=[x]={y eX:x~y»}. 


上 面 记号 的 意思 是 , 如 果 没 有 混淆 , 我 们 将 使 用 [x] 记 这 个 集合 , 如 果 可 能 有 
混淆 , 将 使 用 [x]~ 记 这 个 集合 . 

定理 1.2.1 如 果 ~ 是 环 上 的 等 价 关 系 , 则 对 任意 的 xye 工 , 有 

(1) [x]=[y] 或 者 [x]N[y]= 儿 ; 

(2) JIx]=X. 

证 明 留 给 读者 . 

注意 到 , 对 任意 的 xse 开 ,有 [x]es P(X). 因此 
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[X]={[xle P(X):xeX} 


是 P(X) 的 一 个 子 集 , 称 为 在 等 价 关系 ~ 下 的 商 集合 . 进一步 , 我 们 定义 一 
个 映射 gq: 于 一 [了 ] 为 


g(x) =[x], 


称 其 为 在 等 价 关 系 ~ 下 的 自然 映射 . 
设 区 8 是 一 个 集合 , g:S -> P(X) 是 一 个 单 射 , 如 果 y 满 足下 面 的 条 件 : 
(1) 对 任意 的 s,s, eS, 如 果 s zs,, 则 yg(s) 门 pg(s,)=@; 
(2) Us) = 工 ， 


则 称 % 是 集合 并 的 一 个 分 划 . 
定理 1.2.2 设 工 是 集合 . 
(1) 如 果 ~ 是 了 上 的 等 价 关系 ,由 公式 $y(~)([x])=[x] 定义 的 映射 
8(~-):[] 一 P(X) 建立 了 集合 工 的 一 个 分 划 ; 
(2) 如 果 Y:S-~ P(X) 是 集合 和 的 一 个 分 划 , 我 们 定义 上 的 一 个 关系 
~() 为 
~(@)={x,y) EXTxE: Gx) = (7)}, 


那么 , ~ ( 力 是 工 上 的 等 价 关系 ; 

(3) 对 了 上 任意 的 等 价 关 系 ~ 和 任意 的 分 划 j, 有 

4 (9)= 人 办 ~ (0) =. 

证 明 留 给 读者 . 

由 定理 1.2.2 知 , 集合 上 的 等 价 关系 和 分 划 在 本 质 上 是 一 样 的 . 

集合 上 另 一 个 重要 的 关系 是 偏 序 关 系 . 

定义 1.2.2 设 是 一 个 集合 , R 是 并 上 的 一 个 关系 . 如 果 R 是 自 反 
的 、 反 对 称 的 、 传 递 的 , 则 称 R 是 了 上 的 偏 序 关系 . 

一 般 地 , 我 们 用 入 记 偏 序 关 系 , 这 时 , (x,y)e 夺 将 被 记 为 x 三 y 或 者 
三 x. 我 们 称 序 对 (入 ) 为 偏 序 集 . 

下 面 给 出 偏 序 集中 一 些 基本 的 定义 和 性 质 , 这 些 性 质 的 证 明 都 是 显然 
的 , 请 读者 一 试 . 
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设 (X, 三 ) 是 偏 序 集 ，4 cc XY,x。e 子 . 如 果 对 任意 的 ae 4, 有 
a 


则 称 x% 是 4 的 一 个 上 界 . 进一步 , 如 果 x。e 4, 则 称 x% 是 4 的 最 大 元 . 

偏 序 集 的 子 集 不 一 定 有 上 界 , 更 不 一 定 有 最 大 元 ! 上 界 可 能 也 有 很 多 , 但 
是 , 最 大 元 最 多 有 一 个 . 如 果 4 有 最 大 元 的 话 , 我 们 用 max 4 表示 之 . 

设 4cCX,x。e4. 如 果 对 任意 的 ae 4， 


a 三 % 能 推出 a = x， 


则 称 % 是 4 的 一 个 极 大 元 . 


个 最 大 元 是 4 的 唯一 的 极 大 元 . 但 , 相反 的 不 成 立 , 即 4 存在 唯一 的 极 大 元 ， 
这 个 极 大 元 未 必 是 4 的 最 大 元 . 
如 果 么 是 工 上 的 偏 序 关 系 , 那么 


X={(x,y) eXxF:yEx} 


也 是 工 上 的 偏 序 关系 , 称 为 偏 序 关 系 达 的 反 偏 序 关 系 . 

如 果 x 是 集合 4 在 偏 序 集 (X,<) 中 的 上 界 (最 大 元 , 极 大 元 ) , 则 称 xm 
是 集合 4 在 偏 序 集 (X, 志 ) 中 的 下 界 (最 小 元 , 极 小 元 ) . 集合 4 的 最 小 元 
用 min 4 表示 . 

对 于 偏 序 集 (X, 套 ) 的 子 集 4, 用 U(4) 表 示 4 的 上 界 的 集合 . 如 果 U(4) 
存在 最 小 元 x, 则 称 xm 为 4 的 上 确 界 . 

同 理 , 可 以 定义 下 确 界 . 

4 的 上 (下) 确 界 车 存在 , 则 唯一 . 我 们 用 sup 4 (inf 4) 记 之 . 当然 ， 
集合 的 上 (下) 确 界 未 必 存 在 . 如 果 4 存在 最 大 (小 ) 元 mm, 那么, x 是 4 
的 上 (下 ) 确 界 . 如 果 4= 式 , 那么 , 在 上 面 的 各 种 概念 中 , 我 们 一 般 省 略 4. 
例如 .并 的 最 大 元 被 简称 为 最 大 元 . 

例 1.2.1 设 并 是 集合 , 那么 (P(X),c) 是 偏 序 集 , 这 里 ， 


C={(dB)ePCxPC):4CB. 
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对 任意 的 Ac PCY), (JA 和 门 4 分 别 是 A 的 上 确 界 和 下 确 界 . 各 分 别 
是 PCY) 的 最 大 元 和 最 小 元 . 但 是 , 对 一 般 的 子 集 4 ,未 必 存 在 最 大 (小 ) 
元 , 甚至 极 大 (小 ) 元 . 如 果 工 至 少 含 两 个 元 素 . 令 
A=P(X)\{X}. 
那么 , 对 任意 的 xeX,X\{x} eA 是 A 的 极 大 元 但 不 是 A 的 最 大 元 , 也 不 是 
它 的 上 确 界 . 
设 (X,<) 是 偏 序 集 ， 4c 广 . 那么 


是 集合 4 上 的 偏 序 关系 , 因此 ，(4, 达 ,) 是 偏 序 集 , 称 为 (X,<) 的 子 偏 序 集 . 
为 了 简单 , 我 们 经 常 写 三 ,为 三. 
定义 1.2.3 设 (X<) 是 偏 序 集 . 如 果 偏 序 关系 过 还 满足 下 面 的 条 件 : 
全 序 条 件 : 对 任意 的 x,ye 革 ,x 三 y 和 yy 和 x 之 一 成 立 ， 
则 称 三 为 了 上 的 全 序 关系 , 称 (ZX 三 ) 为 全 序 集 或 者 线性 序 集 或 者 链 . 
在 全 序 集中 , 极 大 (小 ) 元 就 是 最 大 (小) 元 . 
最 后 , 我 们 引入 良 序 集 的 概念 . 
定义 1.2.4 设 (X, 志 ) 是 全 序 集 , 如 果 还 满足 下 面 的 条 件 : 
良 序 条 件 : 对 入 的 任意 非 空子 集 4, 4 有 最 小 元 成 立 ， 
则 称 (三 ) 为 良 序 集 , 称 达 为 工 上 的 良 序 关 系 . 
现在 一 般 认为 , 集合 论 是 数学 的 基础 , 甚至 ， 人 们 熟悉 的 自然 数 也 可 以 
在 集合 论 中 得 到 定义 . 我 们 称 满足 无 限 集 公理 的 集合 为 归纳 集 . 
定理 1.2.3 存在 最 小 的 归纳 集 , 即 存在 归纳 集 ow 使 得 对 任意 的 归纳 集 
卫 有 wcX. 
证 明 由 无 限 集 公理 , 设 天 ,是 一 个 归纳 集 . 令 
A={4eP(X0):4 是 归纳 集 }. 


那么 , ,eA, 于 是 , 4 非 空 . 令 


o= 门 4 
下 面 的 事实 表明 w 是 最 小 的 归纳 集 : 
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事实 1. w 是 归纳 集 . 由 定义 很 容易 验证 . 
事实 2. 对 任意 的 归纳 集 剑 有 wc 天. 设 革 是 归纳 集 , 那么 , 容易 验证 ， 
了 站 卫 eA. 所 以 
vwEXNTE: 
证 毕 . 
由 归纳 集 定义 ， 
0=gew, 
1=0+1= {2@}= {0} ew, 
2=1+1= {2,{2}}= {0,l} ew, 


我 们 称 这 些 集合 为 自然 数 . 显然 , 集合 {0,1,2,…} 是 归纳 集 , 所 以 , 由 w 的 最 
小 性 知 
中 = {0,1,2,……}. 

称 o 为 自然 数 集 . 

对 于 集合 4, B, 我 们 用 

AeB 表 示 4eB 或 者 4=8B. 

可 以 证 明 下 面 的 定理 ” 

定理 1.2.4 (1) 对 任意 的 自然 数 n，(n,e) 是 良 序 集 ; 

(2) (o, 司 是 良 序 集 ; 

(3) 对 任意 的 自然 数 n,mew, 如 果 nem, 那么 mcm 

(4) 对 任意 的 new, 有 nco. 

进一步 , 可 以 定义 w 上 的 四 则 运算 , 并 证 明 其 满足 人 们 已 熟悉 的 性 质 . 
由 此 , 可 定义 有 理 数 、 实 数 等 , 在 此 省 略 定义 过 程 . 下 面 仅仅 给 出 相应 的 
记号 : 

非 0 自 然 数 : ¥=w@\{0} = {1,2,…}; 

整数 集 : & ; 

有 理 数 集 : 5 ; 

无 理 数 集 : 了 P; 

实数 集 : Fs 


@ 为 了 避免 过 分 繁琐 ， 这 里 不 给 出 大 家 熟悉 的 结论 的 证 明 . 


"016 


“第 3 章 度量 空间 的 连通 性 是 


当然 可 以 像 通常 那样 定义 这 些 集合 上 的 四 则 运算 及 线性 序 关 系 达 等 . 即 对 
任意 的 a.bei , 如 果 a 过 2, 令 

[a,b]={xei :a<x<Db}; 

(a,b)={xei :a<x<b}; 

[a,b)={xei :a<x<b}; 

(a,bl={xei :a<x 往 由. 
也 可 以 定义 


[a,+%0),(—%,b) 


等 集合 , 统称 为 区 间 . 其 中 ，[a.5] 称 为 闭 区 间 ; (a.5), (-%,5b), (a,+00), (0,+00) 
=i 称 为 开 区 间 ; [a,b), (b,a],(-%m,b],[a,m) 称 为 半 开 半 闭 区 间 . 当 a=4b 时 ， 
[a,8]={a} 称 为 退化 的 区 间 , 而 (a,5)=[a,5)=(a,5]= 儿 不 再 称 为 区 间 . 特 
别 地 ， 

I=[0.1], J=[-1,1],i; * =[0,+%). 


我 们 引入 良 序 集 的 目的 是 使 用 它 做 归纳 法 , 包括 归纳 证 明和 归纳 定义 . 
在 良 序 集 (入 ) 中 , 对 任意 的 x,yeW, 我 们 用 x<y 表 示 x 和 yy 但 是 xzy. 
W(x%)={xeW:x< Xx}, 


称 其 为 对 x 的 前 截 . 
定理 1.2.5 设 (W,<<) 是 良 序 集 , 对 任意 的 xe，P(x) 是 一 个 关于 x 的 

命题 . 如 果 对 任意 的 x。eW, 假设 对 任意 的 xeW(x。)，P(x) 成 立 , 则 P(x,) 成 
立 , 那么 对 任意 的 xeW, 有 P(x) 成 立 . 

证 明 反 设 存在 xeW 使 得 P(x) 不 成 立 , 那么 , 集合 

4={xeW:P(x) 不 成 立 } 

下 的 非 空子 集 , 因此 , 存在 最 小 元 x, e 4. 从 而 , 对 任意 的 x < x，P(x) 成 
. 由 条 件 , 这 时 有 P(x,) 成 立 , 与 x。e 4 矛盾 . 证 毕 . 

注 1.2.1 你 可 能 疑惑 为 什么 没有 假定 P 对 (W,<) 中 的 最 小 元 成 立 . 事 
实 上 , 如 果 % 是 (WW, 三 ) 的 最 小 元 , 那么 . W(%)= 儿 . 所 以 ， 


加 
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对 任意 的 xeW(x,),P(x) 成 立 . 


因此 ，P(x,) 成立 . 这 样 , 由 定理 的 假定 可 以 推出 P 对 (W,) 中 的 最 小 元 
用 同样 的 方法 可 以 证 明 下 面 的 归纳 定义 、 定 理 . 
定理 1.2.6 设 (不 .过 ) 是 良 序 集 , 了 是 一 个 集合 . 5: 矿 -> 了 是 一 个 映射 ， 
这 里 
= A 


那么 存在 唯一 的 映射 g: 矿 -> 了 满足 下 面 的 条 件 , 对 任意 的 x,eW 
$x0) = BG W(x0)). 


因为 自然 数 (n,e) 和 (o.s) 是 良 序 集 , 而 且 , 按照 我 们 的 定义 , 在 这 些 集 
合 中 , se 就 是 三 , 所 以 上 面 的 两 个 定理 对 它们 都 有 效 , 这 就 是 普通 的 有 限 归 
纳 法 和 数学 归纳 法 . 对 于 其 他 的 良 序 集 , 这 个 方法 称 为 超 限 归 纳 法 . 


练习 1.2 


1.2.A. 设 f :对 一 了 是 映射 , {4 :ieT}cP(X), {Bj:jej}cP(Y), 4cX, 
BcY. 证明 : 

(1) /UU{4 :ieD=UU 4):ieD; 

(2) UB :jeD=U Bien); 

G3) PNB:ieD=M Bie; 

(4) f7(Y\B)=X\f(B); 

(5) 举例 说 明 7( 门 {4 :ieDD)= 门 {f(4):ie 了 和 f(X\4)=Y\f(4) 可 以 
不 成 立 , 并 探讨 它们 成 立 的 条 件 . 

1.2.B. 设 f: 了 了 是 映射 且 革 儿 , 证 阴 : 

(1) 了 是 单 射 的 充分 必要 条 件 是 存在 映射 gs: 了 一 工 使 得 gj =idy; 

(2) 了 是 满 射 的 充分 必要 条 件 是 存在 映射 sg: 了 一 并 使 得 /sg =idy ; 

(3) 了 是 双 射 的 充分 必要 条 件 是 存在 映射 :7Y 政工 使 得 go。f =idy 且 
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f°。8=idy, 这 时 ,sg= 三 . 

1.2.C. 证 明 单 射 的 复合 是 单 射 , 满 射 的 复合 是 满 射 , 一 一 对 应 的 复合 是 
一 一 对 应 . 

1.2.D. 设 f:X -> 了 是 满 射 . 证 明 : 


~={(m,m) ETxE: fu)= f(x)} 


是 上 的 等 价 关系 , 并 建立 一 个 一 一 对 应 g:[X] 一 了 . 
1.2.E. 设 (P, 和 ) 是 偏 序 集 且 含 最 大 元 T 和 最 小 元 上 . 证 明 论 断 : 


对 任意 的 如 4 cP, sup 4 存在 
和 论断 : 
对 任意 的 Bc P,infB 存 在 


等 价 . 
1.2.F. 设 new, 由 定义 证 明 ”= 纪 或 者 存在 上 sw 使 得 ?= 大 +1. 


1.3 序数 与 基数 


本 节 将 定义 序数 和 基数 , 并 给 出 它们 的 基本 性 质 . 


1.3.1 序数 
为 了 定义 序数 , 我 们 先 给 出 良 序 集 的 更 进一步 的 性 质 . 设 (P, 太 ) 和 
(2, 达 ) 是 两 个 偏 序 集 ，f :P -> 0 是 映射 . 如 果 对 任意 的 x,x, e 卫 ， 
1 三 辑 能 推出 f(x) 三 f(x,)， 


则 称 了 人 是 偏 序 集 (P, 太 ) 到 偏 序 集 (2, 套 ) 的 保 序 映射 . 如 果 进 一 步 ，f 是 一 一 
对 应 且 广 :也 是 保 序 映射 , 则 称 了 是 偏 序 集 (P. 太 ) 到 偏 序 集 (2, 太 ) 的 同 构 ， 
称 (P, 生 ) 和 (2, 太 ) 同 构 . 如 果 (P, 入 ) 和 (0, 太 ) 是 线性 序 集 , 它们 之 间 的 保 序 
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映射 也 称 为 递增 的 . 如 果 了 映射 /:P ->O 满 足 
Bl < 能 推出 fm) 7(%) ， 


则 称 了 是 递减 的 . 如 果 , 我 们 用 < 代替 入. 用 > 代替 三 , 可 以 定义 严格 递增 映 
射 和 严格 递减 映射 . 
引 理 1.3.1 设 (太太 ) 是 良 序 集 ， 太 : 矿 一 刺 是 严格 递增 的 , 那么 , 对 任 
意 的 xe, 有 f(x) 三 x. 
证 明 假设 结论 不 成 立 , 设 
X={xeW:/f(x)<x} 


是 的 非 空 集 , 因此 , 存在 藉 的 最 小 元 x。, 使 得 == f(x,)<x。. 由 于 /是 严 
格 递增 的 , 所 以 ，f(:) <:. 矛盾 于 xo 的 最 小 性 . 证 毕 . 

推论 1.3.1 对 任意 的 良 序 集 WW, 恒 等 映射 是 下 到 下 的 唯一 同 构 . 

证 明 设 太 : 矿 一 矿 是 同 构 , 那么 广 : 灰 一 灰 也 是 同 构 . 因此 , 对 任意 的 
xeW, 

f(x 有 f(x)x. 

所 以 ,f(x)=x. 证 毕 . 

推论 1.3.2 两 个 良 序 集 之 间 的 同 构 是 唯一 的 . 

推论 1.3.3 良 序 集 不 能 同 构 于 它 自己 的 任何 前 截 . 

现在 , 给 出 下 面 重要 的 定理 . 

定理 1.3.1 对 任意 的 两 个 良 序 集 页 , 万 ,下面 三 个 结论 中 恰好 有 一 个 
成 立 : 

(1) 历 同 构 于 砚 的 一 个 前 截 ; 

(2) 历 同 构 于 更 的 一 个 前 截 ; 

(3) 页 同 构 于 静 . 

证 明 令 

R={(x,y) ex 瑟 :W(x) 和 砚 (y) 同 构 ， 

那么 R 是 碎 到 矶 的 一 个 关系 . 利用 推论 1.3.3 很 容易 证 明 , 对 任意 的 
xedom(R), 存在 唯一 的 ys 有 静 使 得 (xy)sR; 对 任意 的 yeran(R), 存在 唯 
一 的 xs 丽 使 得 (xsR. 假设 dom(R)# 所 且 ran(R)# 夯 ,， 令 加 是 
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丙 \dom(R) 的 最 小 元 , y 是 历 \ran(R) 的 最 小 元 , 那么 , 不 难 验证 
dom(R)=W (x), ran(R)=W,(y0), 

而 且 R 是 万 (x,) 到 夯 (y) 的 同 构 . 由 此 说 明 (x,,y)eR. 矛盾 . 所 以 , 下 面 三 
种 情况 必 有 一 个 成 立 : 

情况 A. dom(R) = 页 , ran(R)z 画 . 这 时 , R 建立 了 页 与 杷 的 一 个 前 截 
月 Oo) 的 同 构 ，(1) 成 立 . 

情况 B. dom(R)# 责 ,ran(R) = 表 . 这 时 , R 建 立 了 页 的 一 个 前 截 丽 (xw) 
与 万 的 同 构 ，(2) 成 立 . 

情况 C. dom(R) = 丽 , ran(R)= 历 . 这 时 , R 建立 了 历 与 所 的 同 构 ， 
(3) 成 立 . 

最 后 , 再 次 利用 推论 1.3.3 知 上 面 三 种 情况 只 能 有 一 个 成 立 . 证 毕 . 

这 样 , 对 任意 的 两 个 良 序 集 , 它们 或 者 同 构 或 者 一 个 同 构 于 另 一 个 的 一 
个 前 截 . 所 谓 序数 是 希望 在 同 构 的 良 序 集 所 构成 的 类 中 选择 出 一 个 良 序 集 
作为 这 个 类 的 代表 . 从 本 质 上 讲 , 选择 哪 一 个 都 没有 区 别 , 但 我 们 可 以 选择 
得 好 一 点 使 其 还 满足 : 

如 果 一 个 代表 同 构 于 另 一 个 代表 的 前 截 , 则 前 者 就 是 后 者 的 一 个 前 截 . 

于 是 , 我 们 引入 下 面 的 定义 . 

定义 1.3.1 设 cx 是 一 个 集合 , 如 果 下 面条 件 成 立 , 则 称 cx 是 一 个 序数 : 

(1) (w, 辐 是 良 序 集 ; 

(2) 如 果 xew ,那么 xcau. 

当 我 们 说 序数 是 良 序 集 时 , 是 指 (w,s) 是 良 序 集 . 下 面 的 定理 说 明 这 
样 定义 的 序数 满足 我 们 的 要 求 . 

定理 1.3.2 (1) 如 果 < 是 序数 且 Pesu ,那么 p=a(p); 

(2) 如 果 是 序数 且 Bea, 那么, 也 是 序数 ; 

(3) 对 任何 两 个 不 同 序数 , 必 有 一 个 是 另 一 个 的 前 截 , 从 而 它们 不 同 构 ; 

(4) 对 任意 由 序数 构成 的 非 空 集合 4, 4 和 U4 都 是 序数 , 而 且 
md4e4; 

(5) 如 果 是 序数 , 那么 , a +1 也 是 序数 ; 

(6) 任意 的 良 序 集 必 同 构 于 某 一 个 序数 . 
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证 明 (1) 由 序数 的 定义 (2) 知 6c cz .因此 , 由 定义 ， 
a(P)={xea:xep}=aflB=p. 
(2) 由 于 良 序 集 的 子 集 也 是 良 序 集 , 所 以 5 满足 序数 的 定义 (1) . 现 
在 , 设 xeB, 那么 , 由 (1) 知 
x=a(x) ca(p)=p. 
(3) 设 wx,/9 是 两 个 不 同 的 序数 , 不 妨 设 a\Bz@, 那么 , a\B 在 (a,e) 
中 存在 最 小 元 x. 下 面 仅仅 需要 证 明 fp = a(x). 
首先 , 由 x 的 定义 知 a(x)cB. 如 果 Pca(x), 设 y 是 PB\alx) 的 最 小 元 ， 
那么 , B(y)c a(x). 又 , 对 任意 的 eal(x), 有 zepB, 所 以 
yez,y=2,2Ey 
之 一 成 立 . 如 果 前 两 者 之 一 成 立 , 那么 , 由 定义 和 (1) ，(2) 知 yea(x). 
矛盾 ! 所 以 , zey= PB(y). 这 样 
x=Q(x)=p(y)=y ep. 


而 此 矛盾 于 xea\pB. 所 以 , p=a(x). 

(4) 利用 (1) ，(2) ，(3) 和 定义 容易 验证 , 留 给 读者 . 

(5) 由 定义 立即 得 到 . 

(6) 设 矿 是 良 序 集 . 令 

4=fre 刺 : 刺 (x) 同 构 于 一 个 序数 } ， 
建立 映射 F, 对 任意 的 ae 4, 定义 F(a) 是 一 个 序数 使 得 (a) 同 构 于 W(a). 
由 (3) 知 Fo) 是 唯一 的 . 由 替换 公理 知 F(4) 是 一 个 集合 . 由 推论 1.3.2， 
令 办 :不 (a) 下 (a) 是 唯一 的 同 构 . 可 以 验证 , 对 任意 的 a,be 4, 如 果 a<b， 
那么 
hIW(a)=6. (1:3:2) 

从 而 , 由 (4) 知 【jF(4)=a 也 是 序数 . 进一步 , 利用 式 (1-3-1) 容易 验证 ， 
$=(J 克 是 (JW(a) 到 a 的 同 构 . 
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如 果 几 Jr(a) = 灰 , 我 们 完成 了 定理 的 证 明 . 
如 果 |【 JW(a)=V, 那么 , 存在 最 小 的 xeW\【jW(a). 则 


W(x)=( JW(a) 


且 J:W(x) >a 是 同 构 . 又 显然 ， 
GU{x,o) :WX)U {xr} > a+l 


是 同 构 . 所 以 , 如 果 灰 CD)Uf = 不 ,， 那么 , 我们 完成 了 证 明 . 如 果 
不 (DJU 人 zt 不 ,选择 是 非 空 集合 WV\(WV(x)U{x)) 的 最 小 元 ,那么 ， 
W(y)=W(x)U{x} ,县 由 上 面 知 ，W(y) 同 构 于 a+l. 所 以 xeW(y)c 
凯 W(q) .矛盾 于 x 的 选择 . 所 以 , T(x)U{x} 到 的 情况 不 会 出 现 . 证 毕 . 


aed 


对 于 序数 ,Pp, 如 果 a 是 BP 的 前 截 , 我 们 说 a 小 于 BP, 用 a<pB 或 者 
>a 表示 . 那么 , 对 任意 的 两 个 序数 a, ,下 面 的 关系 刚好 有 一 个 成 立 : 


a<p,a=p,a>p. 


这 个 性 质 被 称 为 序数 的 三 岐 性 . 我 们 用 < 过 8 表示 cw<<Z 或 者 <c=D. 同 理 ， 
可 以 定义 a 三 Pp. 

由 定理 1.2.4 知 , 对 任意 的 自然 数 n, ”是 序数 且 w 也 是 序数 . 设 a 是 序 
数 , 如 果 存 在 序数 8 使 得 a = P+1, 则 称 a 是 后 继 序数 . 这 时 称 a 是 5 的 后 
继 序 数 , 8 是 a 的 前 继 序数 . 非 0 非 后 继 的 序数 称 为 极限 序数 . 半 中 的 元 素 
都 是 后 继 序 数 , w 是 极限 序数 . 

设 a 是 序数 , 可 以 定义 : 


a+0=a, w+l a+2=(a+1)+1,…. 


我 们 用 ORD 表示 所 有 序数 的 类 , 那么 , 在 ORD 上 . 和 满足 良 序 关系 的 所 
有 要 求 . 由 于 ORD 不 是 集合 , 所 以 (ORD. 三 ) 不 是 良 序 集 , 但 是 , 我 们 仍然 
可 以 在 (ORD.,) 上 用 超 限 归纳 法 来 证 明 一 个 命题 对 任意 的 序数 成 立 或 者 定 
义 从 ORD 到 一 个 集合 的 映射 . 我 们 写 出 ORD 前 面 的 一 些 元 素 : 
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0.1.2……o,O+Lowo+2……， 


四 二 四 三 {0.12 oOTLoO+2 OO 二 OOT1L 


设 矿 是 良 序 集 , 我 们 用 大 表示 和 矿 同 构 的 序数 , 称 之 为 灰 的 序 型 . 下 
面 的 结果 很 有 用 , 证 明 留 给 读者 . 

定理 1.3.3 设 x 是 序数 , 不 存在 严格 递减 的 映射 f :6% 一 a. 

推论 1.3.4 对 任意 的 序数 a , 存在 唯一 的 极限 序数 a,。 和 neow 使 得 
a=ao+n. 如 果 n 是 偶数 (奇数) , 则 称 c 为 偶 序 数 〈 奇 序数 ) . 


1.3.2 基 数 


现在 , 我 们 定义 基数 , 开始 本 节 的 第 二 部 分 . 
定义 1.3.2 设 m 是 一 个 序数 , 如 果 对 任意 的 序数 a， 
Qa<m 能 推出 不 存在 一 一 对 应 f :a 一 m， 
则 称 m 是 基数 . 也 就 是 说 , 基数 是 能 建立 一 一 对 应 的 序数 中 最 小 的 序数 . 

设 4 是 集合 , m 是 一 个 基数 , 如 果 4 和 m 之 间 存 在 一 一 对 应 , 则 说 4 的 
基数 是 m, 用 |4| 表 示 4 的 基数 . 对 任意 的 集合 4, B, 如 果 | 4|=|B|, 那么 , 4 
和 B 之 间 存 在 一 一 对 应 . 

是 否 每 一 个 集合 都 有 基数 是 一 个 非常 有 意义 的 问题 . 显然 , 每 一 个 序数 
都 有 基数 . 事实 上 , 设 是 一 个 序数 , 那么 集合 

4={Bea+tl:B 和 Qa 之 间 存 在 一 一 对 应 } 
是 序数 c+l 的 非 空 子 集 , 因为 ae 4. 因此 , m= min4 存 在 . 显然 , m 是 基数 
且 |a|=m. 由 下 一 节 的 定理 1.4.1 和 上 面 的 论断 显然 可 以 推出 每 一 个 集合 
都 有 基数 这 个 事实 . 现在 , 我 们 先 承认 这 个 事实 . 由 此 , 对 任意 的 集合 4, B, 
14|=|8| 的 充分 必要 条 件 是 4 和 B 之 间 存 在 一 一 对 应 . 由 序数 的 三 歧 性 , 对 
于 任意 的 集合 4, B. 
14|<1B|,14|=|8B1|,|8|<|4| 

恰好 有 一 个 成 立 . 我 们 称 之 为 基数 的 三 岐 性 . 对 于 给 定 的 集合 4, B, 判断 哪 
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一 个 成 立 对 我 们 来 说 都 是 一 件 非常 有 意义 的 工作 . 

定理 1.3.4 对 任意 的 非 空 集合 4, B, 下 面 的 论断 等 价 : 

(1) |4l|B|; 

(2) 存在 单 射 /:4 一 B; 

(3) 存在 满 射 g:8->4. 

证 明 设 Jg:4->4| 和 w:B->B| 是 一 一 对 应 . 

(1) = (2) . 因为 | 4||8|, 所 以 , |4|c|B|. 于 是 ,f(a)=w7($(a)) 
定义 了 一 个 由 4 到 B 的 单 射 ( 见 练习 1.2.C) . 

(2) = (3) . 设 /:4 王 8B 是 单 射 . 选择 a,e 4. 定义 


g={(b,a)e BxA:(a.b)e f}U{(b,ao)e Bx A:b¢ran(f)}. 
那么 , 容易 验证 g:B->4 是 满 射 . 
(3) = (1) . 设 g:B3 一 4 是 满 射 . 对 任意 的 Ee|4|, J(E)e 4. 因为 


8:8 一 4 是 满 射 , 存在 peB3 使 得 sg)= 信 !( 约 . 于 是 , 存在 welB| 使 得 
w7(n)=b. 因此 , 令 


4S)=minty el BL:G (SE)= gy (0)}. 
容易 验证 , 4:|4|>|B| 是 单 射 . 令 
W=4(|4)). 


那么 , 4 给 出 了 | 4| 到 的 一 一 对 应 . 由 基数 的 定义 和 练习 1.3.A 知 


A|<W<IBI|. 
(1) 成 立 . 证 毕 . 
推论 1.3.5 对 任意 的 非 空 集合 4. B, 下 面 的 论断 等 价 : 
(1) 141=131; 


(2) 存在 单 射 /:4 ->B 和 单 射 8:B->4; 

(3) 存在 满 射 /:4 ->B 和 满 射 6:B->4; 

(4) 存在 满 射 / :4 ->B 和 单 射 g:4->B. 

上 面 推论 中 (1) 和 (2) 的 等 价 性 被 称 为 Cantor-Bernstein 定理 . 
下 面 的 定理 表明 不 存在 最 大 的 基数 . 
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定理 1.3.5 对 任意 的 集合 4, 有 | 4|<|P(4)|. 

证 明 显然 , 映射 ah {a} 建 立 了 4 到 P(4) 的 单 射 , 所 以 |4| 乏 | PCd)|. 
现在 假设 f:4-> P(4) 是 满 射 . 令 

B={aeA:ag¢ f(a)}. 

那么 , Be P(4), 于 是 , 存在 be 4 使 得 f(8)=B. 但是, 由 B 的 定义 知 , pe 了 
当 且 仅 当 bg B. 矛盾 . 所 以 , 不 存在 从 4 到 P(4) 的 满 射 .从 而 , | 4|<|P(4)|. 
证 毕 . 

对 于 基数 mm, 我 们 用 2” 记 P(m) 的 基数 . 上 面 的 定理 说 明 , 对 任意 的 基 
数 m, m<2”. 

由 基数 的 定义 可 以 看 出 ,0,1.2,…,w 是 基数 , 这 些 基数 被 称 为 可 数 基数 . 
其 中 ,0,1,2,… 被 称 为 有 限 基数 , w 被 称 为 可 数 无 限 基数 . 设 a 是 一 个 序数 ， 
如 果 |a[ 二 ww, 则 称 c 是 一 个 可 数 序数 . w+1,w+w 是 可 数 序数 . 事实 上 ， 


f(@)=0, f(n)=n+l 
建立 了 w+1 到 wo 的 一 一 对 应 ; 
g(n)=2n, g(@+n)=2n+l, new 


建立 了 w+ow 到 w 的 一 一 对 应 . 由 下 一 节 的 定理 1.4.1 知 , 存在 P(w) 上 的 一 
个 良 序 关系 乏 . 令 


wx=(P(o), 三 )>o， 
@=min{pea+l:|P|> oo}. 


也 就 是 说 ,mw 是 第 一 个 不 可 数 序数 , 当然 , 也 是 第 一 个 不 可 数 基数 . 从 而 由 
序数 的 定义 知 , 作为 集合 . m 由 所 有 可 数 序数 组 成 . 利用 同样 的 方法 , 可 定 
义 第 三 个 无 限 基数 wm , 第 四 个 无 限 基数 m , 等 等 . 不 难 证 明 


0%,=(Jo, 
也 是 一 个 基数 , 它 是 大 于 所 有 w, 的 最 小 基数 . 所 有 基数 的 全 体 不 是 集合 , 用 
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CAR 表示 这 个 类 . 

定义 1.3.3 设 4 是 一 个 集合 , 如 果 存 在 ne ow 使 得 | 4|=n, 则 称 4 是 有 
限 集 , 否则 称 4 是 无 限 集 . 如 果 |4| 三 w, 则 称 4 是 一 个 可 数 集合 . 如 果 ， 
14|=o, 则 称 4 是 一 个 可 数 无 限 集合 . 

判断 一 个 集合 是 不 是 可 数 无 限 集合 对 我 们 特别 重要 , 现在 给 出 下 面 的 
定理 . 

定理 1.3.6 对 任意 的 可 数 无 限 集合 4, B, 有 

(1) 4UB 是 可 数 无 限 集合 ; 

(2) 4xB 是 可 数 无 限 集合 . 

证 明 设 /f:w->4 和 g:w->B8 是 一 一 对 应 . 显然 ，(1) ，(2) 中 的 两 
个 集合 的 基数 都 不 小 于 w. 下 面 利用 定理 1.3.4 分 别 证 明 它们 都 不 大 于 wo. 

(1) 定义 h:w 一 4UB 为 
了 (k)， 如 果 n = 2k， 


和 Er 如 果 = 2 十 1 


那么 , h 是 w 到 4UB 的 满 射 ( 但 不 一 定 是 单 射 ) ,由 定理 1.3.4 知 ， 
14UB| 和 wo. 也 就 是 说 , 如 果 4={a0,q,a,,…}，B={60,b,5,,…}, 那么 ， 
AUB= {a0,bo,a,b,a3,b,,}. 
(2) 同 (1) ,如果 4={a0,a,a,…}，B={b0,b,b,,…}, 那么 ， 
AxB={(a0,bo),(a0.b),(a1,b0),(a0,b,),(a1,8),(a3,b0),*}. 


证 毕 . 
推论 1.3.6 (1) 如 果 4 是 可 数 的 且 对 任意 的 ae 4, a 也 是 可 数 的 , 那 
么 , 【4 是 可 数 的 ; 


(2) 如 果 对 任意 的 ie (2.…, 四 ,4 是 可 数 的 , 那么 [[.4 是 可 数 的 ; 
(3) 如 果 4 是 可 数 的 , 那么 ， 
Fin(A)={Be P(A):|B|<o} 


是 可 数 的 . 
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证 明 (1) 设 f:w。 一 4 是 满 射 , 对 任意 的 ae 4, 令 g, :wa 也 是 满 射 . 

定义 h:oxw >UA4 为 
h(n,m) = gyon (m) - 

那么 , h 是 满 射 . 又 由 定理 1.3.6 (2) 知 , |loxwo|=o, 所 以 4 是 可 数 的 . 

(2) 使 用 数学 归纳 法 , 应 用 定理 1.3.6 (2) 立即 可 得 . 

(3) 对 任意 的 new, 令 

Fin,(4A)={Be P(A):|B|<n}. 
那么 (bao)Fy foo an} 
定义 了 4" 到 Fin,(4) 的 满 射 , 所 以 , 由 定理 1.3.4 和 本 定理 的 (2) 知 
|Fin,(4D|<|4"|< 0. 
再 利用 本 定理 的 (1) , 有 
IFin()|=|U Fin,(d < 0. 

证 毕 . 

推论 1.3.7 (1) 非 0 自然 数 集 N, 整数 集 乙 , 有 理 数 集 Q 都 是 可 数 无 
限 集 ; 

(2) ZZ?, @? 都 是 可 数 无 限 集 ; 

(3) 无 理 数 集 P 和 实数 集 尺 都 不 是 可 数 集 ， 且 |P|=|R|; 

(4) |R|=|P(N)|. 

证 明 (1) N=w\{0} 显 然 是 可 数 的 . 

由 于 nt-n 建立 了 NN 到 集合 -N={-1,-2,…} 的 一 一 对 应 , 所 以 , -N 也 
是 可 数 的 , 所 以 Z =wU(-N) 是 可 数 的 . 

定义 映射 和 :ZxN 一 @ 为 


fm) = 二 ， 
m 


那么 , f 是 满 射 . 由 此 知 ,，Q 是 可 数 的 . 

(2) 由 (1) 和 定理 1.3.6 立即 可 得 . 

(3) 为 了 证 明 及 不 是 可 数 的 , 仅仅 证 明 它 的 子 集 I=[0,1] 不 是 可 数 的 
即 可 . 
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反 设 
T= 
是 可 数 的 . 假设 , 对 任意 的 n. 
a, =0.1010 .i100) ... 
是 a, 的 十 进位 小 数 表示 , 这 里 , 0= 0.000…,1=0.999…. 现在 , 对 任意 的 m， 
令 
im |» 如 果 i e {0,1,2,3, 浊 ， 
Lo 如 果 i0” {5,6,7,8,9}. 
那么 x=0.1010...1"...€L. 
但 是 , 对 任意 的 n, 我 们 有 xza,, 矛盾 于 I= {a,a,,…,a,,…}. 所 以 , I 不 是 可 
数 的 , 由 此 说 明 玉 不 是 可 数 的 . 
现在 , 建立 了 到 及 的 一 一 对 应 . 事实 上 , 设 


Q= {n,n 
定义 f:P 一 尺 为 


V2+n， 如 果 x=V2+ 且 n 是 偶数 ， 
f (0 = rm, | 如 果 x 二 V2+r 且 n 是 奇数 ， 
的 否则 . 
则 了 是 一 一 对 应 的 . 
(4) 注意 10 = {0.1.2,…,9}, 令 
五 ={f e10" :存在 NeNN 使 得 对 任意 的 n>N,f(n)=9}. 


那么 , 很 容易 验证 |F|=w|. 于 是 , 利用 和 上 面 证 明 | 卫 |=| 了 及 | 相同 的 方法 可 
以 证 明 
110x \F HI10™|. 


对 任意 的 fel0N\F, 令 
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HA)=0. DFO…f nel. 
那么 , $:10~\F ->[0,]) 是 一 一 对 应 . 所 以 
110™ |=|10N \F|=|[0,D|=|1], 


上 面 公式 中 最 后 一 个 等 号 见 练习 1.3.D. 最 后 , 利用 练习 1.3.E (2)，(3)， 
有 |P(N)|=|I|. 

| 及 |=|I| 的 证 明 留 给 读者 . 证 毕 . 

基数 | 及 |=|I| 被 称 为 连续 统 基 数 , 用 c 表示 , 即 c =2”. 连续 统 假设 是 

C=. 

也 即 I 的 基数 是 最 小 的 不 可 数 基数 . 连续 统 假设 是 否 成 立 是 集合 论 的 创立 
人 Cantor 提出 的 , Hilbert 把 它 作 为 20 世纪 要 解决 的 23 个 最 重要 的 数学 
问题 之 首 . 20 世纪 70 年 代 , 人 们 证 明了 连续 统 假设 在 ZFC 系统 中 既 不 能 
被 证 明 也 不 能 被 否定 . 更 一 般 地 , 有 所 谓 的 广义 连续 统 假设 : 


对 任意 的 无 限 基数 m, 2”" 是 比 m 大 的 最 小 基数 . 


同样 , 广义 连续 统 假设 在 ZFC 系统 中 既 不 能 被 证 明 也 不 能 被 否定 , 这 个 结 
果 也 说 明了 ZFC 系统 不 是 完备 的 . 


练习 1.3 


1.3.A. 设 w 是 序数 , ca. 证 阴历 二 a. 举例 说 明 , 对 于 c 真子 集 于 
万 =a 有 可 能 成 立 . 

1.3.B. 直接 证 明 Cantor-Bernstein 定理 . 

1.3.C. 证 明 集合 4 是 无 限 集 的 充分 必要 条 件 是 存在 4 的 真子 集 B 使 得 
141=|13|- 

1.3.D. 证 明 : |(0.D1=|[0.D)1=|I|. 

1.3.E. (1) 证 明 : 对 任意 的 集合 4, B, C, 有 |C42|=|C4 |. 

(2) 注意 到 2={0.1 .证 明 任 意 的 集合 4. 有 |24|=|P(4)|. 

(3) 证 明 : |2*|=|10*|=|N™|. 
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1.4 选择 公理 


本 节 将 给 出 选择 公理 的 几 个 等 价 命题 . 这 里 所 谓 等 价 是 指 , 在 ZF 系统 
中 , 它们 可 以 和 选择 公理 互相 推出 . 但 是 , 我 们 并 不 准备 证 明 这 些 , 仅仅 证 
明 这 些 命题 是 ZFC 系统 中 的 定理 , 也 即 在 ZF 系统 中 它们 可 由 选择 公理 推 
出 . 另外 , 本 节 将 定义 集合 的 任意 乘积 . 

定理 1.4.1 ( 良 序 公理 ) ”任意 的 集合 上 都 存在 良 序 关系 . 

证 明 设 4 是 集合 . 因为 空 集 上 显然 存在 良 序 关 系 , 我 们 假定 4# 儿 . 令 


也 = PCJ4)\{Z}. 


那么 , 由 选择 公理 存在 映射 g:3-UB , 使 得 对 任意 的 beB, 有 g(b)ebc 4. 


令 


丰 =LL7 :CORD 且 W 是 集合 }. 
定义 G: 太 一 4+1 为 : 对 任意 的 fe 太 ， 


g(4\ran(f))， 如 果 A\ran(f)#@， 


2 = . 如 果 A\ran(f)=@. 


那么 , 由 定理 1.2.6, 存在 唯一 的 映射 和 4:ORD -> 4+1 使 得 对 任意 的 c e ORD， 


$2) = Bp 0). 


注意 ORD(a)=a . 对 任意 的 a<PeORD, 如 果 yla)，y(P) 都 不 等 于 4， 
那么 ， 


$B)= B81B)=g(A\ran(g|P))e A\ran(g|p) REN) 


所 以 , $(B)z J(a). 因此 , 如 果 对 任意 的 xe ORD, 都 有 y(a) 不 等 于 4, 那么 ， 
fj 是 ORD 到 集合 4 的 单 射 , 这 矛盾 于 ORD 不 是 集合 . 所 以 , 存在 a e ORD 
使 得 g(a)=4. 那么 ,4\ran(g1a)= . 令 oo 是 满足 这 个 条 件 的 最 小 的 a . 那 
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# 


么 , g:a > 4 是 一 一 对 应 . 这 个 一 一 对 应 把 m 上 的 良 序 关系 传递 为 4 上 的 
一 个 良 序 关系 . 证 毕 . 

良 序 公 理 保证 了 我 们 可 以 认为 任意 的 集合 上 存在 良 序 关系 ,甚至 可 以 
认为 这 个 良 序 关 系 的 序数 是 极限 序数 (假定 集合 是 无 限 的 ) 或 者 后 继 序 数 ， 
从 而 , 可 以 在 这 个 集合 上 用 归纳 证 明和 归纳 定义 . 后 面 , 将 会 看 到 一 些 例子 . 
Zorn 引 理 是 我 们 需要 的 另 一 个 和 选择 公理 等 价 的 命题 , 它 在 很 多 数学 分 支 
中 有 非常 重要 的 应 用 . 

设 (P, 志 ) 是 偏 序 集 , C 是 书 的 子 集 , 如 果 和 < 是 C 上 的 全 序 关 系 , 则 称 C 
为 (P,) 的 一 个 链 . 

定理 1.4.2 (Zorn 引 理 ) ” 设 (P,<) 是 非 空 偏 序 集 . 如 果 (P, 乏 ) 中 的 每 
一 个 链 都 有 上 界 , 那么 , (P, 志 ) 存 在 极 大 元 . 

证 明 我 们 利用 良 序 公理 (定理 1.4.1) 证 明 这 个 结果 . 

设 < 是 已 上 的 一 个 良 序 关系 , 我 们 用 b<a 表 示 b5<a 且 bz#a. 利用 定理 
1.2.6" 定 义 映射 /: PP {0.1 为 : 对 任意 的 aeP， 


1， 如 果 对 任意 的 b<a, jp) =1 能 推出 5 过 wa， 
7 ao 未 否则 
令 
C=(eceP:o= 了 3， 
那么 , C 是 (P, 达 ) 的 一 个 链 . 事实 上 , 对 任意 的 a,c, eC, 不 妨 设 c <c,. 由 于 
f(a)=1, 所 以 , 由 f(c,) 的 定义 , 只 有 当 c 科 c, 时 才 有 rc,)=1. 现在 , 由 于 
f(c,)=1 确 实 成 立 , 因此 . 我 们 有 < 大 . 

由 定理 的 假设 , C 在 (P,<) 上 有 上 界 + 我 们 证 明 1 是 (P,<) 的 极 大 元 . 
否则 , 集合 4={seP\ 俯 :1 三 s}#@. 令 % 是 4 在 (P.<) 中 的 最 小 元 . 那么 ， 
对 任意 的 p<s,, 如 果 f(b)=1, 则 beC. 由 此 能 推出 , bp 二 1 三 s,. 由 f(s,) 的 
定义 知 flso)=1. 所 以 ,ssC. 故 ,s, 三 1. 此 矛盾 于 so 的 定义 . 证 毕 . 


人 @ 定理 1.2.6 的 本 质 是 假设 ( 矿 .入 ) 是 一 个 良 序 集 ， 如 果 对 任意 的 xeFF ， 假 设 对 任意 的 
ye 不 (xz) . f(y)e 了 已 经 有 定义 我们 可 以 依次 定义 f(x)e 了 ， 那 么 ， 就 定义 了 一 个 映射 
三 : 开 玉 了 . 在 定理 1.4.1 的 证 明 中 ， 我 们 严格 按照 定理 1.2.6 的 格式 给 出 了 证 明 ， 但 在 定理 
1.4.2 的 证 明 中 ， 不 再 给 出 定理 1.2.6 所 要 求 的 @ 的 具体 定义 ， 请 读者 给 出 一 个 . 
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定义 1.4.1 设 S={X.,:se5S} 是 集合 , 也 即 {X,:se5S} 是 对 S 的 指标 化 . 


从 
[于 ={f:S 一 UU 天 :对 任意 的 eS 有 f(s)e 防 ,}. 
显然 , [ [XX, 是 集合 , 称 之 为 {X, :se 5S} 的 Cartesian 乘积 , 简称 为 乘积 . 每 


一 个 ,被 称 为 这 个 乘积 的 因子 集合 或 者 因子 . 
定理 1.4.3 [|X. = 儿 当 且 仅 当 存 在 se S, 使 得 X= 儿 . 
seS 


证 明 如 果 存 在 seS, 使 得 蕊 = 纪 , 由 定义 有 T]X, = 儿 . 反之 , 如 果 
sES 
对 任意 的 ssS， 蕊 #* 纪 , 由 选择 公理 可 得 [TX, * 儿 .证 毕 . 
5ES 


下 面 , 我 们 考虑 几 种 特殊 情况 . 
如 果 对 任意 的 ssS, XX, = 工 , 那么 , 由 定义 


T= 
seS 
如 果 5 = {1,2,…,n} 是 有 限 集 , 那么 , 我 们 能 建立 一 个 自然 的 一 一 对 应 : 


PR NAIK 11xX, 


seS 


事实 上 , 对 任意 的 (wi,x,…,x,)e 全 xX,x…x 车 ,， 按 下 面 的 方法 可 以 定义 
G(n,%,…, 加 ) eT[X;- 对 任意 的 seS={1,2,…,), 令 
seS 


GH)(s) = 区， 
那么 ， 很 容易 验证 $: 卫 xXx…xXX, 一 工 工 是 一 一 对 应 ， 因此 , 今后 我 们 
将 视 厂 x 妈 x…x 和 了 [为 同一 个 集合 
对 我 们 而 言 ， 最 重要 的 情况 是 S_N， 此 时 也 可 以 将 I 写 为 
Xx 下 Xx…x 卫 ,x… 或 者 x XX, x…. 


并 二。 经 常 被 写 为 (wi,x,,…,x,,…") 或 者 (wi,x),…), 这 里 x, =x(n). 这 样 
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可 = 五 x 互 x…={Gam :对 任意 的 meINz E 工 }. 


今后 , 我 们 将 视 各 种 方便 分 别 使 用 记号 x, 或 者 记号 x(n). 同样 , 记号 (x,) 和 
(x%,), 也 将 被 同时 使 用 . 
一 个 由 时 到 集合 全 的 映射 被 称 为 区 上 的 一 个 序列 . 序列 x:N 一 工 一 般 
被 写 为 (x, ), 或 者 (x,). 这 里 ，x, =x(n) . 那么 ， 
= ee = ee}= 区 


这 里 , 对 任意 的 neN, 马 ,= 工 . 在 本 章 第 一 节 , 对 任意 的 集合 YX 和 任意 的 
new, 我 们 已 经 定义 了 X". 和 此 记号 对 应 的 , 我 们 有 时 用 X” 记 xX" 或 者 
bp 
下 面 给 出 乘积 的 一 个 简单 性 质 . 
设 S$=| 5;, 且 对 任意 不 同 的 i,i eT, SS = 儿 . 则 
iel 


x mx | 


seS iET \ses, 


之 间 存 在 一 个 自然 的 一 一 对 应 . 因此 , 以 后 将 认为 它们 是 一 样 的 . 
定义 1.4.2 设 []X 是 {X,:seS} 的 乘积 , 对 任意 的 se 5S, 我 们 能 够 定 
5ES 


义 p,:[[X 一 .为 : 对 任意 的 AsTIX ， 


seS SES 


ps(f)=f(s). 
称 p. 为 向 因子 XX, 的 投影 映射 . 如 果 ]]X, 名, 那么 p, 是 满 射 . 更 一 般 地 ， 
5ES 
设 S cS, 我们 能 够 定义 pso:][X; > 工 [ 闷 为 : 对 任意 的 el]X,. 


pso(f)=f 1So- 
称 pso 为 向 本 过 的 投影 映射 . 


sc 


对 任意 的 集合 Y 和 映射/ :7 了 一]X ，{p,。f :了 一 人,},cs 是 一 族 映射 . 
反之 , 设 {f. :7 了 下,},s 是 一 族 映 射 . 那么 , 我 们 能 够 按 下 面 的 方式 定义 映射 
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:7 一 ][X, : 对 任意 的 yeY 和 seS， 
seSo 


f (3)(s)= 大 (0)， 


称 之 为 由 {A:7 一 工 }.。s 确定 的 映射 . 那么 ，p,。f=f.. 因此 , 映射 
7 了 一 工 筷 和 映射 族 {K :了 一 蕊 }.。s 互相 唯一 确定 . 
SES0 


如 果 对 任意 的 seS，A4. c XX,, 那么 
Il4 cll 去 
seS SES 


称 [[X, 这 样 的 子 集 为 乘积 形状 的 子 集 . 注意 , 并 非 所 有 了]X, 的 子 集 都 是 
seS seS 
乘积 形状 的 . 


练习 1.4 


1.4.A. 证 明定 理 1.4.3 中 的 论断 在 ZF 系统 中 与 选择 公理 等 价 . 
1.4.B. 利用 Zorn 引 理 证 明 良 序 公理 . 
(提示 : 设 4 为 集合 , 令 
A={(B,R):BcCcA4 且 (B,R) 是 良 序 集合 }. 
在 A 上 定义 偏 序 关 系 : 
(B,R) 志 (B,,R,) 当 上 且 仅 当 Bc B, 且 R=R,N(BxB). 


对 偏 序 集 (A, 志 ) 应 用 Zorn 引 理 得 到 其 极 大 元 使 得 4 成 为 良 序 集 .) 
1.4.C. 对 任意 的 seS, 设 4,B,cX. 证 阴 : 


[TI4NII8.=I11(4 Na,). 
seS seS seS 


TI4UI13.=I1(4UB8.) 
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1.4.D (K5nig 定理 ) . 设 S 是 非 空 集 合 . 对 任意 的 seS, 设 4., B, 是 集 


合 ， 且 |4.|<|B,1. 证明: 


< 


pal 
SES 


b 未 
sES 


证 明定 理 1.3.5 是 这 个 结论 的 推论 . 
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第 2 剖 度 最 室 间 


本 章 将 介绍 度量 空间 及 其 相关 概念 和 它们 的 基本 性 质 , 以 便 为 以 后 的 
讨论 提供 基本 的 术语 和 事实 . 同时 , 本 章 中 含有 大 量 的 例子 , 这 些 例子 对 于 
理解 本 章 内 容 乃 至 全 书 内 容 都 是 非常 重要 的 , 请 读者 不 要 轻视 它们 . 

本 章 中 , 除 2.8 节 外 , 其 他 各 节 内 容 都 是 基本 的 且 重 要 的 . 


2.1 度量 空间 的 定义 及 例子 


度量 空间 是 我 们 所 熟悉 的 Euclidean 空间 的 自然 推广 , 它 给 分 析 中 我 
们 所 熟悉 的 一 致 收敛 等 理论 提供 了 一 个 一 般 框 架 , 它 也 是 本 课程 中 最 重要 
的 定义 之 一 . 本 节 将 定义 度量 空间 , 并 给 出 几 个 自然 的 和 不 自然 的 度量 空 
间 的 例子 . 

定义 2.1.1 设 式 是 非 空 集合 ", 4 :和 x 碟 一 玉 + =[0,+oo) 是 一 个 映射 , 若 
对 任意 x,y,ze 工 , 下 面 的 性 质 成 立 : 

(M1) (正定 性 ) 4d(x.y) 宇 0, 且 q(x,y)=0 当 且 仅 当 x=y; 

(M2) (对 称 性 ) d(x,y)=q(y,x); 

(M3) (三 角 不 等 式 ) d(x,:) 夺 d(x,y)+q(y,:)， 
则 称 (X,q) 是 度量 空间 , 4 称 为 了 上 的 度量 ,4(x,y) 称 为 点 xy 的 距离 . 

例 2.1.1 设 革 是 非 空 集合 , 定义 4: 了 x 了 一 民 * 为 


如 果 工 关 ] 


1 
d(x,y)= 关 轨 了 = 六 


@ 一 般 来 说 ， 我 们 总 是 假定 是 非 空 的 ， 但 是 ， 也 有 一 些 特殊 情况 ， 为 了 方便 ， 也 允许 
=. 
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则 (X,q) 是 度量 空间 . 
验证 以 上 三 条 是 平凡 的 , 留 给 读者 . 这 个 度量 空间 称 为 离散 度量 空间 . 
例 2.1.2 n- 维 Euclidean 空间 RR". 定义 dg :了 及 "x 了 及 ” -> 职 * 为 


d(C) HD) = Nn) + +t 
则 (R”,q) 是 度量 空间 . 

事实 上 , 验证 定义 2.1.1 中 的 (M1) (M2) 是 显然 的 , 我 们 只 证 明 
(M3) . 考虑 关于 1 的 二 次 三 项 式 : 


0=Po tbe), a;,b; 是 实数 . 
它 没有 相 异 的 实 根 , 因此 判别 式 乏 0, 即 对 任意 的 实数 a ,b 有 
此 公式 称 为 Cauchy 不 等 式 . 由 此 公式 , 我 们 有 
bg +b,) = 12 + 
< 区] 部 


1 i 


>o +b,) 


现在 , 对 任意 的 x= (app ) ,y= (1 =(4,22…,2,) ER", 令 
;= 太一 ,b= 一 世代 入 上 式 得 (M3) ag 

及" 称 为 n- 维 Euclidean 空间 , 一 般 用 尽 记 RR!. 

例 2.1.3 定义 p:R”"xR” ->R! 为 


所 以 


POG) ) 二 max{| 一 太太 一 蕊 | 一 世上- 
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则 (R"”,p) 是 度量 空间 . 

此 时 ， 定 义 2.1.1 中 (M1) (M2) (M3) 的 验证 是 显然 的 . 

度量 空间 (R”.4) 与 (R”,p) 是 不 同 的 度量 空间 , 但 它们 存在 着 密切 的 关 
系 , 所 以 在 一 定 意义 上 也 是 “相同 ”的 , 详 见 本 章 2.5 节 . 


例 2.1.4 设 人 ={(xw,x,…)eR™ :Ta <ooj, 定义 dg: 忆 xp 一 到 :为 
4 


dG 0) 
3 


则 (02,4) 是 度量 空间 
为 此 , 注意 到 对 任意 的 (x,x,,…)，(%.y,,…)e 信和 任意 的 NeN， 
VG) F207 1) <2 Es D2 办 
FE i=1 FE 


i=l 
故 级 数 六 (xy 收敛, 所 以 4: 人 x[? 民 * 确 实 为 一 个 陕 射 . 4 满足 定义 中 
i=l 


的 (M1) (M2) 是 显然 的 . 对 于 例 2.1.2 的 公式 (M3) , 令 m 一 o (相关 
级 数 是 收敛 的 ) , 可 得 本 例 中 的 (M3) 成 立 . 
人 2 称 为 Hilbert 空间 2 . 
例 2.1.5 设 工 =(-LD, 定 义 d:(-LDx(-LD 一 下 :为 
d(x,y) =|x—y|. 
则 ((-1,1),q) 是 度量 空间 . 现在 定义 p:(-LDx(-LID 一 下 :为 


P(x,y)= tan Tx— tanTy 
2 2 


则 p 也 是 (-1,1) 上 的 一 个 度量 . 
例 2.1.6 定义 p:R*xR? 全 及: 为 
= yb 一 加， 
Pope, | es 
则 p 是 良 上 的 一 个 度量 . 
我 们 仅 需 要 验证 三 角 不 等 式 (M3) 成 立 . 设 (%,3),(%.y),(%,») eR?, 
我 们 证 明 


=。 
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PP) m3) < p81), 0, 7) + p(y),5,»). (2-1-1) 
情况 A. 当 w = 时, 
式 左 =| 为 一 为 |， 
式 丰 之 | 为 一 六 |+| 力 一 为 | 关 | 用 -为 |= 式 左 . 


情况 B. 当时 , 则 x 六 或 者 x, 关 ,不 妨 设 x, 六 , 则 


式 左下 1+ 有 一 加 |+| 儿 | 
SIy|l+| 有 -lt 一 |+| 世 | 一 [1+| 为 | 
= pa, 7), p+ IR B+ | -|y» |- 
不 论 x, = 国 是 否 成 立 , 都 有 
[wx |+|» | -|y ls p(x, 3), Ga, 芒 )， 
故 
式 左 所 p((%4,3),(%,) + pl(%,y), (为))= 式 右 . 


因此 , 式 (2-1-1) 成 立 . 

此 度量 p 被 形象 地 称 为 RR? 中 的 森林 度量 . 我 们 设想 有 ?为 一 大 片 森林 ， 
x 轴 为 这 片 森林 中 的 一 条 河流 , 河流 可 以 用 船 交通 . 居住 在 (x,y) 处 的 居民 ， 
为 了 和 外 界 连通 , 都 修了 一 条 小 道 和 河流 垂直 . 这 样 ，(x,,y)，(%,,y) 两 处 
的 居民 可 以 走 通 的 最 短 距离 恰好 为 p((%1,3),(%,,y,)) . 因此 , 这 个 度量 空间 
被 称 为 河流 空间 ( 见 图 2-1) . 


图 2-1 河流 空间 中 两 点 的 距离 


对 于 上 述 例 2.1.2 中 的 Euclidean 空间 及 " 和 例 2.1.4 中 的 Hilbert 空间 
刀 , 请 读者 特别 注意 . 今后 将 多 次 使 用 . 
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定义 2.1.2 设 (X,q) 是 度量 空间 ， 4c. 若 存在 M es 了 :使 得 对 任意 的 
x,ye4 有 
d(x,y)<M, 
则 称 4 为 (X,q) 中 的 有 界 集 ，M 称 为 其 一 个 上 界 . 4 的 所 有 上 界 的 下 确 界 称 
为 4 的 直径 , 用 diam 4 表示 4 的 直径 . 容易 验证 
diam A= sup{d(x,y):x,ye 4}. 
车 4= 于 为 (Y,qd) 中 的 有 界 集 , 则 称 (X,q) 为 有 界 度量 空间 , 4 称 为 有 界 度量 ， 
蕊 的 一 个 上 界 称 为 这 个 度量 空间 的 一 个 上 界 . 
对 于 任意 度量 空间 (X,q), 令 d: 工 x 碟 一 到 :为 
d(x,y) =min{d(x,y),l. 


容易 验证 , 4 为 并 上 的 一 个 度量 . 显然 , 4 为 的 一 个 有 界 度 量 . 我 们 称 4 
为 4 的 标准 有 界 化 度量 . 我 们 将 在 2.5 节 给 出 4 与 9 之 间 的 密切 关系 . 

上 面 例子 中 , 例 2.1.1 和 例 2.1.5 的 第 一 个 为 有 界 度 量 空 间 , 其 余 为 无 
界 度 量 空间 . 

定义 2.1.3 设 (X,q) 是 度量 空间 , xs 工 , =>0. 令 


Bxa(Xo,E)={xEX:d(x,x) < e}, 


称 之 为 (X,qd) 中 以 % 为 中 心 、 以 z 为 半径 的 球 , 也 称 为 x 的 -球形 邻 域 . 
根据 需要 ，Bx wm(xo,s) 经 常 被 记 作 By(xo,a)，B, (xo,s) 或 者 B(xo,s). 

显然 ，xo 的 = 一 球形 邻 域 关 于 = 是 单调 递增 的 . 

在 上 面 的 例 2.1.1 中 , 对 任意 的 xs 工 . 有 
{x0}, 如 果 a 入 |， 
于 ， 如 果 e >1. 

在 例 2.1.2 中 , 球 恰 好 为 我 们 所 熟悉 的 不 带 边 界 的 球 ; 在 例 2.1.3 中 ， 
球 为 不 带 边 界 的 正方 形 (n=2). 正方 体 (n=3),…… 读 者 可 以 考虑 例 2.1.6 中 
一 个 点 的 球形 邻 域 是 什么 集合 . 

在 本 节 最 后 引入 两 个 记号 . 设 4 是 度量 空间 (X,q) 的 子 集 . 对 任意 的 


Xe 于 , 令 


B(xo,E) -| 
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d(x, A)=inf{da(x,a):ae A}. 
我 们 规定 对 任意 的 xs 工 . 
d(x,@) =+%. 
又 对 任意 的 ye 工 ， 
d(x,{y}) = q(x,y). 
对 任意 的 a>0, 令 
B(4,e)=| JB(a,s). 


练习 2.1 


2.1.A. 对 于 例子 2.1.6 中 的 空间 , 令 x=(0,1),，4= 仙 x 恨 , 求 d(x,4). 
2.1.B. 设 f :民政 展 是 严格 递增 的 连续 函数 ( 按 分 析 中 的 定义 ) , 定义 
P: 取 x 取 一 职 : 为 
p(x,»)=|f (7 -f0)1. 


证 明 (R,p) 是 度量 空间 . 
2.1.C. 设 c([a. 轨 ) 是 由 非 单 点 的 闭 区 间 [a. 妇 到 及 的 所 有 连续 函数 ( 按 
分 析 中 的 定义 ) . 对 任意 的 f,geC([a.b]), 令 


ad.3 = 由 VD-sCOPdr 


证 明 (C([a,b]),q) 是 度量 空间 . 

如 果 C([a,5]) 用 由 [a.5] 到 及 的 所 有 Riemann 可 积 函 数 ( 按 分 析 中 的 定 
义 ) 代替 . 上 面 结 论 成 立 吗 ? 

2.1.D. 对 于 例子 2.1.2 中 的 Euclidean 空间 及 2, 求 下 列 集合 的 直径 : 

(1) 亲本 +y <l; 

(2) B=1xL: 

(3) C 是 以 点 (0.0) (0.D),(.0) 为 顶点 的 三 角形 的 边界 、 内 部 、 边 界 和 
内 部 之 并 、 外 部 ( 按 直观 的 定义 理解 本 例 中 的 上 述 概 念 ) . 

2.1.E. 设 (X,q) 是 度量 空间 , 定义 p: 开 x 开 一 下 :为 
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证 明 (X,p) 是 有 界 度量 空间 . 


2.2 开 集 、 闭 集 、 基 、 序 列 


和 在 Euclidean 空间 及 ”一样 , 本 节 我 们 将 定义 开 集 、 闭 集 、 基 和 序列 
等 概念 , 并 给 出 它们 的 基本 关系 . 

从 本 节 开 始 , 我 们 将 逐渐 减少 对 具体 度量 的 依赖 . 这 样 做 有 两 个 原因 : 
第 一 , 确实 有 一 些 问 题 不 可 以 定义 度量 ; 第 二 , 具体 的 度量 有 时 是 不 必要 的 ， 
甚至 为 我 们 带 来 不 必要 的 麻烦 . 

定义 2.2.1 设 (X,q) 是 度量 空间 , UcX. 若 对 任意 的 xeU , 存在 
z. >0 使 得 

B(x,e,) CU, 


则 称 U 为 中 的 开 集 . 用 7 表示 (X,q) 中 开 集 的 全 体 , 称 7y, 为 (X,q) 
上 的 拓扑 . Zix 一般 简 记 为 7,, 有 时 根据 需要 , 也 记 为 1. 

我 们 有 下 面 重 要 的 结论 . 

定理 2.2.1 对 任意 的 度量 空间 (Y.d) ,五 有 如 下 性 质 : 

(T1) en: 

(T2) 五 对 有 限 交 封闭 , 即 车 UD,…,U, eTD, 则 如 NU,N:…NU,e 
ER 

(T3) 五 对 任意 并 封闭 , 即 对 任意 的 族 {U., :seS}c7T, 有 (JU, eT. 

sES 


证 明 (T1) 因为 xs 对 任意 的 xs 都 不 会 成 立 , 所 以 不 需要 找 
&. >0, 从 而 口 为 开 集 . 

又 对 任意 的 xs 工 ， BC.Dc 工 , 故 工 为 开 集 . 

(T2) 仅 对 n=2 证 明 , 一 般 的 ”只 需 使 用 数学 归纳 法 即 可 . 设 U,U, e 五 ， 
xeUiNU,, 则 xeU 且 xeU,. 由 7 的 定义 ,存在 sa.e, > 0 使 得 
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B(x,a) CU Bx,s,) CU,. 
令 e=min{a,s,}>0, 则 
B(x,e) Cc B(x,a)fN B(x,s,) CU ND,. 


因此 , UNU, eTD. 
(1T3) 设 刀 eel; 对 任意 的 xel JU, 存在 so。eS 使 得 xeU, e 
SES 


元 . 故 存在 <>0 使 得 
B(x,e) CU, Cc UC 
seS 


从 而 【JU, eT. 证 毕 . 
seS 


定义 2.2.2 设 (X,q) 是 度量 空间 , Fc 了 .车 全 \F 是 (X,q) 中 的 开 集 ， 
则 称 五 为 (X,q) 中 的 闭 集 . 

利用 定理 2.2.1 和 de Morgan 对 偶 律 (练习 1.1.D) , 有 : 

定理 2.2.2 设 (X,q) 是 度量 空间 , 则 

(C1) 口 ,了 是 闭 集 ; 

(C2) 全 体 闭 集 族 对 有 限 并 封闭 ; 

(C3) 全 体 闭 集 族 对 任意 交 封 闭 . 

注 2.2.1 按照 注 1.1.1, 我 们 不 能 证 明 空 集 的 交 的 存在 性 . 在 一 个 特定 
的 度量 空间 (X,q) 中 , 为 了 方便 , 我 们 总 是 规定 空 集 的 交 为 习 这 时 , 定理 
2.2.1 (T2) 和 定理 2.2.2 (C3) 对 空 集 也 成 立 . 这 样 的 规定 不 会 导致 任何 
矛盾 . 当然 , 也 不 会 给 我 们 带 来 任何 实质 性 的 用 处 , 所 以 , 你 也 可 以 不 认可 
这 个 规定 . 

另外 , 还 有 下 面 直 接 判 断 集 合 是 否 为 闭 集 的 方法 . 

定理 2.2.3 设 (X,q) 是 度量 空间 . Fc. 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) 开 是 闭 集 ; 

(2) 对 任意 的 xg 下 , 存在 a, >0 使 得 B(x,s) 站 F=@g; 

(3) 对 任意 的 xg 政 , 存在 包含 x 的 开 集 U 使 得 UF =@g. 

定理 2.2.4 对 任意 度量 空间 (X,4) 和 和 xe 于 , 单 点 集 {x} 是 闭 的 . 

以 上 定理 的 证 明 留 给 读者 . 


ma 
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定义 2.2.3 设 (X,qd) 是 度量 空间 , xe 针 . 如果 {} 是 了 的 开 集 , 则 称 x 
为 并 的 孤立 点 . 


在 2.1 节 的 例 2.1.1 中 , 所 有 集合 都 是 开 集 同时 也 是 闭 集 ; 在 例 2.1.2 
和 例 2.1.3 中 , 集合 U 在 (R”,p) 中 开 当 且 仅 当 其 在 (R",4q) 中 开 . 请 读者 验证 
之 . 对 于 例 2.1.5 中 在 (-1,1) 上 定义 的 两 个 度量 4, p 而 言 ,((-1,1),4) 与 
((-1,D),p) 也 有 相同 的 开 集 族 . 我 们 注意 到 , 4 是 (-1,1) 上 的 有 界 度量 , p 是 无 
界 度量 . 进一步 , 我 们 有 下 面 的 一 般 性 结论 . 

定理 2.2.5 设 (X.d) 是 度量 空间 , 4 为 4 的 标准 有 界 化 度量 , 则 (XY.4) 
与 (X,q) 有 相同 的 开 集 族 , 即 7 = 万 

证 明 设 U 在 (X.4q) 中 开 , 我 们 证 明 U 在 (X.4) 中 也 开 . 设 xeU, 由 于 
U 在 (X,q) 中 开 , 故 存在 =>0 使 得 


BacU. 

令 a'=min{e,l}, 则 
Be)CB Se)cU. 
由 4 的 定义 知 
B(x,e)=B,(x,e) CB(x,e)cU. 

故 U 在 (X,q4) 中 开 . 反之 , 设 U 在 (X,q) 中 开 , 则 对 任意 的 xeU, 存在 a>0 
使 得 

B(x,e) CU, 
由 于 对 任意 的 xye 工 ， 


q(x,y) < d(x,y), 
故 
Bi(x,e) CB(x.e)CU. 


所 以 U 在 (X,4d) 中 也 开 . 证 毕 . 
一 般 来 说 , 一 个 度量 空间 的 开 集 和 开 集 全 体 是 复杂 的 , 我 们 可 以 选择 一 
部 分 比较 简单 的 开 集 使 得 这 些 开 集 仍 然 可 以 在 很 多 情况 下 起 到 全 体 开 集 的 
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作用 . 下 面 定义 基 和 子 基 就 是 这 个 目的 , 后 面 定义 邻 域 基 等 概念 也 有 类 似 的 
作用 . 
定义 2.2.4 设 (X,q) 是 度量 空间 , Bc7. 若 对 任意 的 Ue7, 存在 B 
的 一 个 子 族 ,使 得 
UB, =U, 


则 称 B 为 (X,q) 的 一 个 基 . 

定理 2.2.6 设 (X,q) 是 度量 空间 , 则 B= {B(x,e):xe 了 ,a >0} 是 (X,q) 
的 一 个 基 . 

证 明 首先 证 明 Bc7,, 即 每 一 个 球 都 是 开 集 . 设 xeX ,a>0， 
yeB(x,e), 即 4d(x,y)<s. 令 5=s-d(x,y)>0, 如 图 2-2 所 示 , 我 们 证 明 
B(y,56) c B(x,e) . 事实 上 , 对 任意 的 ze B(y,5), 有 


d(2,y) <6 =e—d(x,y), 
故 
d(x,2) d(x,y)+d(y,2)<e. 


图 2-2 9 的 选择 图 2-3 &, 的 选择 
其 次 , 证 明 每 一 个 开 集 都 可 表示 为 一 族 球 之 并 . 设 Ue7,, 则 对 任意 的 
xeU ,存在 s. >0 使 得 B(x,e,)cU. 如 图 2-3 所 示 , 故 
WEBSE)EU. 
所 以 
U=(J{} cBG,s) clJUV=U. 
因此 
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U=( B(x,s.). 
证 毕 . 
定理 2.2.7 设 (X,qd) 是 度量 空间 , Bc 是 (X,q) 的 基 当 且 仅 当 对 任意 
开 集 U 和 任意 的 xeU , 存在 BeB 使 得 xeBcCU. 
此 定理 是 验证 一 个 开 集 族 是 基 的 重要 方法 . 请 读者 自 证 . 
定义 2.2.5 设 工 是 度量 空间 , S 是 工 的 一 族 开 集 , 若 
B={Sns 人 psS, :Se S,Vi=1,2,.…,n:n=1,2,.…} 


是 全 的 基 , 则 称 S$ 是 并 的 子 基 . 即 , 如 果 S 的 有 限 交 的 全 体 构成 工 的 基 , 则 
称 S 是 并 的 子 基 . 
例如 , 在 及 中 ， 


Bi={(a,b):a < 如 及 B,={(a,b):a<b 且 a,b 均 为 有 理 数 } 
都 是 及 的 基 . 
SS,={(-%,b):b < R}U {(a,+%):a eR} 
都 是 及 的 子 基 . 另外 ， 
5,={(-0,b):b < Q}U{(a,+4%):a e Q} 


也 是 及 的 子 基 . 

定义 2.2.6 设 (X,q) 是 度量 空间 , x, ee 于. 一 个 包含 x 的 开 集 称 为 x 的 
一 个 邻 域 , 用 N(x) 或 \, (wo) 表 示 w 的 邻 域 全 体 . 设 Uc.N(x), 若 对 任意 
2 的 邻 域 了 存在 UeU 使 得 UcV, 则 称 U 为 在 点 x 的 邻 域 基 . 

由 定理 2.2.1 (T2) 知 , N(%) 对 有 限 交 封闭 , 即 x 的 有 限 个 邻 域 的 交 
也 是 x 的 邻 域 . 对 s>0, 我 们 称 B,(x.a) 为 x 在 (XY.q) 中 的 球形 邻 域 . 显然 ， 
zo 的 所 有 球形 邻 域 是 点 m 的 一 个 邻 域 基 . 更 少 一 点 , 设 {6, :n=1,2,…} 是 一 
个 正 数 列 且 lims, =0， 则 {B(x0,a,):n=12,…} 是 % 的 一 个 邻 域 基 . 例如 ， 


{a(n=12-| 是 的 一 个 邻 红 基 关于 邻 域 与 开 集 的 关系 , 有 下 面 
n 
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简单 的 定理 . 

定理 2.2.8 设 (X,q) 是 度量 空间 . cc 工 . 则 U 是 开 集 当 且 仅 当 对 任意 
的 xeU,U 包 含 x 的 一 个 邻 域 . 

证 明 如 果 U 是 开 集 , 由 邻 域 的 定义 知 , 对 任意 的 xeU, UeN(x). 从 
而 U 包含 x 的 一 个 邻 域 U. 反之 , 设 对 任意 的 xeU, U 包含 x 的 一 个 邻 域 
及 ,那么 ， 


v=LJeljicr. 
xc xc 


从 而 , 由 定理 2.2.1 (T3) 知 , VU =【JV. 是 开 集 . 证 毕 . 
xeU 


我 们 能 把 数学 分 析 中 的 序列 收敛 概念 推广 到 一 般 的 度量 空间 中 . 

定义 2.2.7 设 (X.d) 是 度量 空间 , 立 中 的 一 个 序列 x 也 称 为 度量 空间 
(qd) 的 序列 . 设 %:N -一斑 是 严格 单调 递增 的 映射 , 我 们 称 序列 xe% 为 序列 
x 的 一 个 子 列 , 记 为 (x,i=1.2.…) 或 (%,), 这 里 ,x =x(b), n=p(). 设 
xe 并 , 车 对 x 的 任意 邻 域 U, 存在 NeN 使 得 对 任意 的 n>N 有 x,eU, 则 
称 序列 (x,,n=1,2,…) 收 但 于 点 xe 耻 或 者 序列 (x,,n=1,2.…) 的 极限 为 点 
xe 瑟 , 记 作 


limx, =x 或 x 一 x(n 一 m) 或 者 x 一 x. 
nm 


这 时 , 我 们 称 (x,) 是 收敛 序列 , 序列 也 简称 为 列 . 
下 面 两 个 定理 的 证 明 留 给 读者 . 
定理 2.2.9 设 (x,) 是 度量 空间 (X,q) 中 的 序列 ，xe 工 ， 则 下 列 条 件 等 价 : 
(1) mm =xi 
(2) limd(x%,*%)=0 (在 民 中 ) . 
定理 2.2.10 对 任意 度量 空间 民 和 并 中 的 收敛 序列 (x,)， 
(1) (x,) 的 极限 唯一 ; 
(2) (x,) 的 任何 子 列 都 收敛 且 任 何 子 列 的 极限 都 等 于 (x,) 的 极限 . 
例 2.2.1 在 例 2.1.6 申 加 | -0 成 立 吧 ? 为 什么 ? 


我 们 有 下 面 重 要 的 结论 . 
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定理 2.2.11 设 4,p 是 集合 工 上 的 两 个 度量 , 则 7 =7, 当 且 仅 当 对 针 
中 任意 的 序列 (x,) 和 点 x，limx, =x 在 (X,q) 中 成 立 当 且 仅 当 其 在 (X,p) 中 

证 明 “二 ”车工 =7T, 由 定理 2.2.8 知 , 在 (X,4d) 和 (X,p) 中, 点 x 有 
相同 的 邻 域 , 故 limx, =x 在 (X,d) 中 成 立 当 且 仅 当 其 在 (X,p) 中 成 立 . 

“ 导 ” 用 反 证 法 . 设 7 7, 不 妨 设 存在 Ue7\7,, 则 Uz 多. 由 定理 
2.2.8 知 , 存在 xeU 使 得 对 任意 的 5>0 有 B(x,6)zU. 由 于 Ue7, 故 存在 
z>0 使 得 B(x,e)cU .但 由 前 面 的 x 的 选择 ,， 对 任意 的 neN， 


Bs)jev. 由 此 可 知 , 对 任意 的 
n 
Bs2)]e Bs), 
n 


选择 x A 则 limx, =x 在 (X,p) 中 成 立 , 但 在 (X,q) 中 不 
二 ma 


成 立 . 前 者 是 因为 lim p(w.) <， 后 者 是 因为 对 一 切 n，x, e B,(x,s) 成立 . 
证 毕 . 

序列 的 收敛 性 可 以 刻画 一 个 集合 是 否 为 闭 集 . 

定理 2.2.12 设 (X,q) 是 度量 空间 , Fc 六, 则 下 是 对 中 的 闭 集 当 且 仅 
当 对 下 中 任意 序列 x, 若 limwx, 存在 , 则 limx, e. 

证 明 留 作 练 习 

在 本 节 最 后 , 我 们 定义 一 个 概念 . 

定义 2.2.8 设 (X.qd) 是 度量 空间 . 万 < 式 , 如 果 对 任意 的 4deD, 存在 开 
集 U 使 得 

UND={q}, 

则 称 刀 是 工 的 离散 子 集 . 


离散 空间 是 自己 的 离散 子 集 N 和 z -全 :neN| 孝 是 及 中 的 离散 子 集 . 
n 
9 ,了 和 (0.D 都 不 是 及 中 的 离散 子 集 . 
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练 习 2.2 


2.2.A. 对 于 练习 2.1.E 中 定义 的 p ,证明 7 =. 
2.2.B. 设 (X,q) 是 度量 空间 , 定义 


s-{a(st):xexnen). 
n 
证 明 8 是 (X,4q) 的 基 . 


2.2.C. 证 明 离散 空间 中 任何 子 集 都 是 离散 的 . 


2.3 闭 包 、 内 部 、 边 界 


本 节 将 延续 上 一 节 的 讨论 , 定义 闭 包 、 内 部 、 边 界 等 集合 的 运算 , 并 讨 
论 它们 的 性 质 . 


2.3.1 闭 包 
定义 2.3.1 设 工 是 度量 空间 ，4c< 碟 ,xe 工 . 若 对 任意 Ue.N(x)， 
(\e)n4zF 纪 ， 
则 称 * 是 4 的 聚 点 . 4 的 聚 点 之 集 用 der 4 表示 , 称 为 4 的 导 集 . 更 重要 的 是 ， 
cl4=Al Jder4 
称 为 4 的 闭 包 . 
容易 验证 , xe cl 4 当 且 仅 当 对 任意 Ue .N(x)， 
UNA#G. 


进一步 , 显然 der 和 cl 都 是 单调 递增 的 , 即 大 集合 有 大 的 导 集 和 大 的 闭 包 . 
我 们 有 如 下 结论 . 

定理 2.3.1 对 任意 的 度量 空间 工 和 子 集 4, der 4 和 cl 4 都 是 闭 集 , 且 
cl 4 是 包含 4 的 最 小 闭 集 . 
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证 明 设 xgder 4, 则 存在 Ue.N(x) 使 得 (U \{x}) 首 4= 儿 . 注意 到 , 对 任 
意 yeU\{}， 


ZN=nG De NO) EO AD OODn4= 纪 ， 


所 以 yg der 4. 由 此 说 明 Uder 4= 儿 . 由 于 U 是 开 集 , 利用 定理 2.2.3 知 
der 4 是 闭 的 . 

cl 4 是 闭 集 的 证 明 可 仿 上 进行 . 

现在 证 明 cl 4 是 包含 4 的 最 小 闭 集 . 令 


有 4= 站 F c 下 :是 闭 集 且 FF 二 4}. 


则 由 定理 2.2.2 知 , 才 是 闭 的 , 且 显 然 4 是 包含 4 的 最 小 闭 集 , 由 此 知 
cl 4 一 4. 若 xe 了 本, 则 存在 闭 集 下 使 得 已 2 4 且 xe 已 . 由 此 知 


X\FeN()E(X\MNAC(X\NNF=G. 


因此 xgcl4. 证 毕 . 

关于 闭 包 运算 , 有 如 下 的 Kuratowski 闭 包 定理 . 

定理 2.3.2 (Kuratowski 闭 包 定理 )” 设 4,8 是 度量 空间 庆 的 子 集 , 则 

(1) dg=8@; 

(2) dq 4>4; 

(3) clcl4=cl4; 

(4) cl(4UB)=cl 4AUclB. 

证 明 (1) 和 (2) 是 显然 的 . 

由 于 cl4 是 闭 集 , 所 以 cl 4 是 包含 它 自己 的 最 小 闭 集 , 故 clcl 4=cl4， 
即 (3) 成 立 . 

由 cl 4 是 单调 递增 的 , 从 而 


cl(AUB)I cl AUclB. 
又 cl4UclB=4UB, 且 前 者 为 闭 集 . 故 


cl(C4UB)ccl4UclB. 


we 
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因此 (4) 成 立 . 证 毕 . 

我 们 可 以 用 序列 的 极限 来 刻画 集合 的 闭 包 和 导 集 . 

定理 2.3.3 设 4 是 度量 空间 了 的 子 集 , xe 卫 , 则 xeclA(xeder 4) 当 
且 仅 当 存 在 4(4\{x}) 中 的 序列 (a,) 使 得 a, ->x. 

证 明 下 面 以 cl4 为 例证 明 . 设 xeclA4, 则 对 任意 的 a>0， 


B(x,s) 站 4# 纪 . 特别 地 , 选择 a, eB(x2)n4. 则 dajet. 故 (a,) 是 4 
n n 


中 序列 ， 且 lima, =x. 反之 , 设 xgcl4. 则 计 \cl 4e.N(x), 且 对 于 4 中 任 


意 序列 (x,) 及 n,x,gX\cl4, 故人 x) 不 收敛 于 x ( 它 也 可 能 不 收敛 于 任意 
点 ) . 证 毕 . 


容易 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 2.3.4 设 4 是 度量 空间 的 子 集 , xs 工 , 则 xscl4 当 且 仅 当 
d(x, A)=0. 


请 大 家 考虑 下 面 的 结论 成 立 吗 ?在 任意 度量 空间 (X,q) 中 , 对 任意 的 
zo eX 和 as>0, 有 
clB,(x0,6)= {xeX:d(x,7x) < e}. 


2.3.2 内 部 


下 面 讨论 度量 空间 的 内 部 及 其 性 质 . 
定义 2.3.2 设 4 是 度量 空间 工 的 子 集 , xe 4. 若 存 在 UeN(x) 使 得 
Uc4, 则 称 x 为 4 的 内 点 .4 的 内 点 的 全 体 称 为 4 的 内 部 , 记 作 int 4. 
内 部 和 闭 包 有 以 下 联系 : 
定理 2.3.5 对 于 度量 空间 工 中 任意 的 子 集 4， 
intA=X\cl((X\A) 有 clA=X\int(¥\A). 
证 明 
XxXeint4 坊 存 在 Ue.N(x) 使 得 UcA 
坊 存 在 Ue.N(x) 使 得 UN 站 (X\4A)= 儿 
OxeclX\A) 
OxeX\clxX\4). 
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故 第 一 式 成 立 . 

用 X\4 代 替 4 可 得 第 二 式 也 成 立 . 证 毕 . 

由 上 面 的 闭 包 与 内 部 的 关系 定理 和 闭 包 的 性 质 , 我 们 能 够 得 到 内 部 的 
相应 结果 , 证 明 留 给 读者 . 

定理 2.3.6 设 蕊 是 度量 空间 , 4c< 工 , 则 int 4 是 包含 于 4 的 最 大 开 集 . 

定理 2.3.7 设 式 是 度量 空间 ，4.8c 工 , 则 

(1) int 开 = 三 ; 

(2) intAc 4; 

(3) intint 4=int A; 

(4) int(4NB)=int ANintB. 


2.3.3 边界 


下 面 定义 度量 空间 中 集合 的 边界 . 
定义 2.3.3 设 4 是 度量 空间 的 子 集 , 车 对 任意 的 UeN(x)， 
UNA#G 有 UN(X\A)#G, 


则 称 x 为 4 的 边界 点 . 4 的 边界 点 的 全 体 称 为 4 的 边界 , 用 bd 4 表示 之 . 

有 下 面 一 个 简单 事实 , 它 也 说 明了 任何 子 集 4 都 将 度量 空间 并 分 成 互 
不 相交 的 三 个 子 集 之 并 : int4,bd 4,X\cl 4 .证明 留 给 读者 . 

定理 2.3.8 设 4 是 度量 空间 的 子 集 , 则 {fint4,bd 4,\cl 兴 是 了 的 一 
个 分 划 . 

推论 2.3.1 对 于 度量 空间 并 中 的 任意 子 集 4, bd 4 是 闭 集 . 

对 于 度量 空间 (X,q) 和 它 的 子 集 4, 我 们 定义 了 算 子 der 4, cl 4, int 4， 
bd 4. 有 时 为 了 说 明 这 些 算 子 所 在 的 度量 空间 (XY,4), 需要 添加 一 定 的 下 标 . 
例如 ，cly4,ints 4 等 . 

在 本 节 最 后 我 们 给 出 下 面 两 个 定义 . 

定义 2.3.4 设 (X,qd) 是 度量 空间 , 4 是 于 的 子 集 . 如 果 cl4= 工 , 则 称 4 
是 (X,q) 的 稠密 集合 . 如 果 intcl 4= 纪 . 则 称 4 是 无 处 稠密 集合 . 

容易 验证 , 集合 4 是 度量 空间 (X,4q) 的 稠密 集 当 且 仅 当 对 任意 的 非 空 
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开 集 U, 有 mn4t# 纪 . 4 是 无 处 稠密 的 当 且 仅 当 对 任意 的 非 空 开 集 U, 存在 
非 空 开 集 V 使 得 UoV 且 VN 4=@g. 


练习 2.3 


2.3.A. 证 明 有 理 数 集 a , 无 理 数 集 卫 都 是 Euclidean 空间 及 的 稠密 集 . 

2.3.B. 设 (X,q) 是 度量 空间 , 8 是 (X,4) 的 基 . 证 明 集 合 D 在 (X,q) 中 
稠密 当 且 仅 当 对 任意 的 非 空 集合 Be B, BND#@. 

2.3.C. 对 于 例子 2.1.2 中 的 空间 及 和 例子 2.1.5 中 的 空间 (-1,1), 分 别 
求 集合 (0.0 在 其 中 的 闭 包 、 内 部 和 边界 . 

2.3.D. 设 (4,) 是 度量 空间 (X,q) 的 集合 列 , 证 明 : 


a04 -Ua4U [Pada] 
n= n=1 n=l n=l 
举例 说 明 等 式 右边 的 第 二 项 不 可 缺少 . 

2.3.E. 证 明 Kuratowskil4 集 定理 : 对 于 度量 空间 (X,4) 中 的 任意 集合 
4, 通过 取 闭 包 、 内 部 、 余 集 三 种 运算 最 多 可 以 得 到 14 个 不 同 的 集合 . 

(提示 : 本 练习 中 可 以 用 () ,()”, ()' 分 别 表 示 闭 包 、 内 部 、 余 集 三 种 运 
算 . 先 证 明 4 一 =4) 

给 出 及 的 一 个 子 集 A 使 得 通过 取 闭 包 、 内 部 、 余 集 三 种 运算 可 以 得 到 
14 个 不 同 的 集合 . 

2.3.F. 设 (X,q) 是 度量 空间 , 4 是 于 的 子 集 . 如 果 4=intcl4, 则 称 4 是 
空间 (X,q) 的 正则 开 集 . 正则 开 集 的 余 集 称 为 正则 闭 集 . 证 明 以 下 结论 : 

(1) 4 是 正则 闭 集 当 且 仅 当 4=clint 4; 

(2) 闭 集 的 内 部 是 正则 开 集 ; 

(3) 正则 开 集 关于 有 限 交 封闭 ( 即 任意 有 限 个 正则 开 集 的 交 是 正则 开 
集 ) , 但 关于 有 限 并 不 封闭 ; 

(4) 所 有 正则 开 集 的 全 体 构 成 空间 的 基 . 

2.3.G. 证 明度 量 空间 中 任何 集合 不 可 能 既是 稠密 集 又 是 无 处 稠密 集 ; 
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无 处 稠密 集 的 余 集 一 定 是 稠密 集 ; 一 个 集合 是 稠密 开 集 的 充分 必要 条 件 是 
其 余 集 是 无 处 稠密 的 闭 集 ; 举例 说 明 稠密 集 的 余 集 可 能 是 稠密 集 . 


2.4 连续 映射 、 同 有 推 、 拓 扑 性 质 


本 节 将 引入 另 一 个 最 重要 的 概念 一 一 连续 映射 , 并 给 出 其 很 多 等 价 条 
件 ; 同时 也 将 定义 同 胚 和 拓扑 性 质 的 概念 . 


2.4.1 连续 映射 


定义 2.4.1 设 (C.d) 与 (7.p) 是 两 个 度量 空间 ，j 太 : 工 一 了 是 映射 ， 
FE: 若 对 任意 >0, 存在 5 >0, 使 得 对 任意 的 xse 工 . 如 果 d(x,x0)<5， 
那么 ， 


PpP(f (xX).f (x0)) < 


则 称 了 在 x 点 连续 . 若 了 在 天 的 每 一 点 都 连续 , 则 称 /为 由 度量 空间 (X,4) 
到 度量 空间 (7Y,p) 的 连续 映射 . 

例 2.4.1 若 (X,d)=(R”,q), (7Y,p)=(R,q), 则 上 述 连 续 性 和 分 析 学 中 
的 连续 性 概念 一 致 . 

例 2.4.2 若 (X,q) 为 离散 度量 空间 , 则 对 任意 的 度量 空间 (Y,p) 和 任意 
的 映射 三 : 工 一 了 上, 了 都 是 连续 的 . 

例 2.4.3 若 (X.4) 为 度量 空间 , 则 恒 等 映 射 idx :人 玫 让 是 连续 的 . 另外 ， 
对 任意 的 度量 空间 人 了 及 ceY, 常 值 映射 c: 工 一 工 总 是 连续 的 . 

下 面 的 两 个 定理 给 出 了 连续 的 几 个 等 价 刻画 , 今后 将 经 常 使 用 . 

定理 2.4.1 设 (X,4d) 与 (7Y,p) 是 度量 空间 , x。e XX,f: 了 了. 则 下 列 条 
件 等 价 : 

(1) 了 在 % 点 连续 ; 

(2) 对 任意 Ve.N(f(x,), 存在 UeN(x,) 使 得 f(U)cV; 
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(3) 对 式 中 的 任意 序列 c)， 若 在 Cd) 中 ，limxm = 区 成 立 , 则 在 
(7, 记 中 ， limf(%,)= /Go) 成 立 . 
证 明 (1) = (2) . 设 (1) 成 立 ， 则 对 任意 的 Fe.N(f(x)), 存在 


& >0 使 得 
BE EEF: 


由 于 (1) 成 立 , 存在 5 >0 使 得 对 任意 的 xe 革 ,车 d(x,x。)<5., 则 
Pf (x), f(x0)) <. 
即 若 xe B,(xo,6), 则 f(x)e B,(f(xo),a). 其 等 价 于 
f (B(x0,6) © B,(f (x0),e) TV. 


故 若 令 U=B,(x6,6), 则 U 为 x 的 邻 域 且 f(UV)cV, 因此 ，(2) 成 立 . 
(2) = (3) . 设 (2) 成 立 , (%,) 是 际 中 的 序列 且 limx, =xo. 为 了 证 明 


limf(%,)=f(wo), 设 Ve.N(f(wo)), 则 由 (2)， 存 在 Ue.N(xo) 使 得 


fer. 
又 由 假设 lim x» =xo， 故 存在 和 Ne N 使 得 对 任意 的 n> N, x, eU . 故 
fx)ef (UcV. 


由 序列 收敛 的 定义 说 明 
lim f(%,)= yo) 
(3) =” (1) . 设 (3) 成 立 而 (1) 不 成 立 , 则 存在 => 0, 使 得 对 任意 
的 5>0, 存在 ,es 式 使 得 
d(zs,X%0)<6, 但 p(f (zs), Go)) 三 <. 


特别 地 , 分 别 取 5 = 令 x% ==,, 则 
n 


xm 


du ai)< 二 ， 但 PUGo)JGo) > 


所 以 由 定理 2.2.9 知 
lmx, =m, 但 limfG,)# /G0). 


np 
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矛盾 于 (3) 成 立 . 证 毕 . 
定理 2.4.2 设 f:(X,d) ->(7,p) 是 度量 空间 (X,q) 到 度量 空间 (7,p) 的 
映射 , 则 下 列 条 件 等 价 : 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 
(8) 


J 卫 在 工 上 连续 ; 

对 任意 的 Ve7T,, 广 ( 站 < 万; 

对 (7,p) 中 的 任意 闭 集 FF, 广 ( 下 在 C 4) 中 是 闭 集 ; 

存在 (7,p) 的 一 个 基 5B, 使 得 对 任意 的 BeB, /7(B)e7,; 
存在 (7,p) 的 一 个 子 基 S, 使 得 对 任意 的 SeS, /7(S)eT,; 
对 (X,q) 中 的 任意 集合 4, 有 f (cl 4)c cel f(4); 

对 (7,p) 中 的 任意 集合 B, 有 /1(c1B) 二 cl 71(B); 

对 工 中 的 任意 收敛 序列 x, 一 x， 有 lim/f(%,)= /GD 


证 明 我 们 证 明 的 思路 如 下 : 


(1) 


(1) < (8) 一 一 (6) 


| | 


(2) < > (3) <—> (7) 
(4) 一 一 (5) 
心 (8) , 利用 上 面 的 定理 和 定义 立即 可 得 . (2) < (3) 可 由 


开 集 与 闭 集 的 互 余 性 及 广 (7Y\B)= 工 \ 太 (3) 得 到 . (2) = (4) = (5) 是 


显然 的 . 


现在 我 们 证 明 (5) = (2) . 设 S 是 (7,p) 的 一 个 子 基 , 则 


B={S (5S, NN:…NS, :S, eS,Vi=1,2,…,n;n =1,2,.…} 


是 (7,p) 的 基 , 故 对 任意 的 Ve7,, 存在 集 族 y={Si 站 5; 门 … 门 5; :te7T}cB 使 
得 =UVy, 其 中 , 对 任意 的 :eT 和 任意 的 i 三 n,，S! eS, 那么 ， 
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f=UY SNS NNS’) :te7)} 
-Umerer| 
由 假设 , 对 任意 的 +e7 及 任意 的 i 三 n,,， f(sS')eT. 故 由 工 对 有 限 交 和 任 
意 并 封闭 知 广 (P) < 五, 即 (2) 成 立 . 


(1) = (2) . 设 f 在 上 连续 , 了 < 有 .为 了 证 明 广 (e 五 , 设 
xef7(V), 则 f(x)eV. 故 存在 s>0 使 得 


f(x)eB,(f(x),e) CV. 
由 (1) ,存在 5>0 使 得 对 任意 的 x'e 革 ,车 d(x,x)<5, 则 
PpP(f (x),f (x) <e, 
即 f(Bi(x,6)) CB,(f (x),e) TV. 


从 而 B(x,6)cf (四). 故 f7(V)eT. 
(2) = (1) . 设 (2) 成 立 , x,e 计 . 对 任意 的 a>0, 由 定理 2.2.6， 
B,(f(x0),s)e7T,, 故 由 (2) 知 


f 1(B,(f (0),5)) eT. 
显然 ,me /1(B,(f (wo),)), 所 以 存在 5>0 使 得 
有 Ca,5)c 1(B,(f (x0),6)), 
即 f (B(x%0.5) cB,(f x0),e)). 


因此 , 对 任意 的 xe 庆 ,车 4d(x,x6)<6, 则 p(f(x),f(w))<e. 
(3) = (7) . 设 (3) 成 立 . 则 对 任意 的 BcY, f"(clB) 是 闭 集 , 且 


f° (cB)S 1 B). 


故 广 (cl B) cl F(B) . 
(7) = (3) . 设 (7) 成 立 . 则 对 工 中 任意 的 闭 集 忆 有 


(P= AF) Sd (FSD). 
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故 广 (F)=cl(P ,从 而 广 (CF) 是 工 中 的 闭 集 . 

(8) = (6) 的 证 明 留 给 读者 . 

最 后 我 们 证 明 (6) = (7) . 设 (6) 成 立 , BcY, 则 /7"(B)c 了 ,由 
(6) 知 

ff (BB) caf (B) cdlB, 

即 clf7(B)c felB). 

证 毕 . 

以 上 等 价 性 最 常用 的 是 (1) 全 (2) 全 (3) © (4) 全 (8) . 

注 2.4.1 虽然 映射 :(X,q) -> (7Y,p) 连续 的 定义 中 利用 了 度量 4 和 p， 
但 由 上 述 定理 知 ，/ 是 否 连续 仅 与 拓扑 7, 和 拓扑 了, 有关 , 与 具体 的 度量 4 
与 p 无 关 . 也 就 是 说 , 如 果 4' 和 pr’ 分别 是 和 了 上 的 度量 ,， 且 7 =7， 
T=T, 则 了 :(X,d) 一 (7,p) 连 续 当 且 仅 当 映 射 /:(X,qd') ->(7,p') 连续 . 

后 面 我 们 经 常 需要 下 面 的 定理 . 

定理 2.4.3 (1) 设 /,g: 了 下 及 是 由 度量 空间 (X,q) 到 Euclidean 空间 
及 的 两 个 连续 映射 , 则 

{xeX:f(x)<g(x)} 和 {xeX: /f(x)< g(x)} 


分 别 是 他 中 的 开 集 和 闭 集 . 
(2) 设 广 g: 工 一 了 是 由 度量 空间 (X,9) 到 (7,p) 的 两 个 连续 映射 , 则 
{xeX:f/(x)#e(x)} 和 {xeX:/f(x)= g(x)} 
分 别 是 工 中 的 开 集 和 闭 集 . 

证 明 (1) 设 xe{xe 陪 :f(x)<g(x)}, 选择 ae 到 使 得 Jo)<a<gGo). 
由 于 f,g 是 连续 的 , 所 以 广 :(-.a) 和 g- (ao.+o) 是 中 的 开 集 , 因此 , 它们 
的 交 也 是 开 集 . 所 以 , 存在 a > 0 使 得 

B(xo,a) Cf (oa) Ne (a to) Cc {rer: f(x) < g(x)}. 
于 是 ， {xe 了 于: f(x)<g(x)} 是 于 中 的 开 集 . 由 于 
{xeX:f(x<e(x)}=X\{xeX:f(x)> g(x)}, 
所 以 {xe 了 :f(x) 三 g(x)} 是 王 中 的 闭 集 . 
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(2) 设 U={xe 于 :f(x)zg(x)} , 则 对 任意 的 xeU ,有 p(f (x),g(x))= 

a >0. 因此 ， sl 169.9] 和 | st).3] 分 别 是 点 f(x) 和 g(x) 在 (7,p) 中 的 邻 
域 , 且 由 (M3) 知 


B10) na, (ss]=0. (Bd) 


由 于 f,g 是 连续 的 , 由 定理 2.4.2 cba) Ea) 
都 是 x 的 邻 域 , 因此 , 其 交 


2 Ua) 


也 是 点 x 的 邻 域 . 由 公式 (2-4-1) 知 ,f( 四 Ng(V)= 儿 . 所 以 ,VcU. 利用 
定理 2.2.8 知 U 是 开 集 . 进一步 , xs 习 : f(x)= g(x)}= 了 \U 是 闭 集 . 证 毕 . 

回忆 一 下 , 对 度量 空间 (X,4) 和 非 空 子 集 4， 

d(x, A)=inf{d(x,a):ae 4}. 
我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 2.4.4 对 任意 的 度量 空间 (X,d) 和 非 空子 集 4, 映射 4(, 4): 革 一 及 
是 连续 的 . 特别 地 , 对 任意 的 ye 碟 4(.,y) 是 连续 的 . 由 于 4(.,@)=+w 是 常 值 
映射 , 所 以 也 可 以 认为 是 连续 的 . 

证 明 为 了 证 明 4d(.4: 开 一 及 的 连续 性 , 由 连续 映射 的 定义 , 我 们 仅仅 
需要 证 明 对 任意 的 xye 工 , 下 式 成 立 : 


[d(x,4)-dGy, 4) d(x,y). (2-4-2) 
由 于 对 任意 的 a>0, 存在 ae 4 使 得 4(y,4)+e 宇 d(y,a), 于 是 
d(x,A)-d(y,A)< d(x,a)-d(y,a)+e < d(x,y)+e. 
由 a>0 的 任意 性 知 


d(x,A)-—d(y, 4A) < d(x,»). 
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同 理 ， d(y,A)-d(x, A) < d(x,y). 
因此 , 式 (2-4-2) 成 立 . 证 毕 . 
定义 2.4.2 设 让 了 是 两 个 度量 空间 , 太 : 工 一 了 是 映射 , 若 对 工 中 的 
任意 开 ( 闭 ) 集 U, JU) 在 了 中 开 ( 闭 ) . 则 称 了 为 由 工 到 了 的 开 ( 闭 ) 
映射 . 
关于 连续 映射 、 开 映射 和 闭 映 射 , 有 下 面 有 用 而 简单 的 定理 , 请 读者 自 证 . 
定理 2.4.5 设 区 了 .Z 是 度量 空间 ，1: 工 一 了 上, g: 了 一 2 是 连续 ( 开 、 
闭 ) 映射 , 则 go。f :下 Z 也 是 连续 ( 开 、 闭 ) 映射 . 


2.4.2 同 胚 及 拓扑 性 质 


下 面 引 入 同 胚 及 拓扑 性 质 的 概念 . 

定义 2.4.3 设 (X,q) 与 (7Y,p) 是 度量 空间 , f :XY > 了 是 一 一 对 应 ( 即 f 
既是 单 射 也 是 满 射 ) , 车 f:(X,4d) 下 (7,p) 和 f/f71:(7,p)(X,q) 都 是 连续 
的 (这 里 户 : 了 一 工 表 示 j 了 的 着 映射 ) , 则 称 f 是 度量 空间 (X,q) 到 度量 
空间 (7,p) 的 一 个 同 胚 映射 . 如 果 (8.d) 与 (7.p) 之 间 存 在 同 胚 映射 , 则 称 
(于 ,qd) 与 (7,p) 同 胚 . 记 作 (X.qd)x(7,p) 或 者 XYxY. 

下 面 给 出 一 些 正面 和 反面 的 例子 : 

例 2.4.4 设 (R,q) 是 Euclidean 空间 ,((-1,1),4) 是 通常 度量 空间 , 定义 
三: 及 一 (-1LD 为 


f(x)= Zoli 8 
Tn 


则 了 是 (R,q) 到 ((-1.1,q) 的 一 个 同 胚 映射 . 从 而 . 及 = (-1.1) . 
例 2.4.5 设 a<b, 则 ((a.5),q) 与 ((0.1).4) 同 胚 . 事实 上 ， 


x—a 


/= 


建立 了 两 者 之 间 的 同 胚 . 从 而 , (a.5) x (0,1). 显然 , 上述 f 也 建立 了 闭 区 间 
[ca. 妇 到 闭 区 间 工 之 间 的 同 胚 . 故 , [a.b]xI. 
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例 2.4.6 设 4,p 是 集合 工 上 的 两 个 度量 , 车 =7,, 则 idx:(X,q) 
一 (Z,p) 是 同 胚 映射 . 

例 2.4.7 设 4,p 是 集合 工 上 的 两 个 度量 , 若 7CT,, 则 idy :(X,q) 
一 (8,p) 是 开 映 射 且 是 闭 映 射 但 不 是 连续 映射 , id :(X,p) ->(X,qd) 是 连续 
映射 但 既 不 是 开 上 映 射 也 不 是 闭 映 射 . 

例 2.4.8 对 于 一 维 Euclidean 空间 (R,q) 和 它 的 子 集 (4.4), 定义 
万 :4 一 下 为 

Ju(xz) = 工 . 


则 容易 验证 j, 总 是 连续 的 且 j, 是 开 ( 闭 ) 映射 当 且 仅 当 4 是 (R,d) 的 开 
( 闭 ) 集 . 由 此 说 明 , 连续 的 开 映 射 可 以 不 是 闭 映 射 ; 反之 , 连续 的 闭 映 射 
可 以 不 是 开 映 射 . 

显然 有 下 面 的 定理 , 请 读者 自 证 . 

定理 2.4.6 同 胚 关系 是 等 价 关系 , 即 对 任意 度量 空间 XY, Z， 

(1) 习 与 工 同 胚 

(2) 车 与 了 Y 同 胚 , 则 了 与 民 也 同 胚 ; 

(3) 若 并 与 了 同 胚 且 了 与 Z 同 胚 . 则 并 与 Z 同 胚 . 

定理 2.4.7 设 (X.d) 与 (7.p) 是 两 个 度量 空间 ，j 太 : 工 一 了 是 一 一 对 应 ， 
则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) 了 是 同 胚 ; 

(2) 了 是 连续 开 映 射 ; 

(3) 了 是 连续 闭 映 射 . 

定义 2.4.4 设 P 是 一 个 性 质 , 对 于 任意 度量 空间 蕊 若 工具 有 性 质 P， 
则 与 天 同 胚 的 所 有 空间 都 具有 性 质 P, 这 时 称 P 为 同 胚 不 变性 质 或 者 拓扑 
性 质 . 

我 们 也 允许 P 为 度量 空间 的 子 集 与 度量 空间 的 相对 位 置 . 也 可 以 允许 
P 为 子 集 的 运算 , 甚至 也 可 以 是 若干 度量 空间 的 相对 关系 等 . 本 书 中 主要 研 
究 度量 空间 的 拓扑 性 质 , 但 也 包含 一 些 非 拓 扑 性 质 . 

验证 一 个 性 质 P 是 否 是 拓扑 性 质 的 简单 而 实用 的 方法 是 看 此 性 质 能 否 
用 开 集 及 集合 的 运算 等 价 地 表示 出 来 . 实际 上 , 当 我 们 证 明了 性 质 P 可 以 用 
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开 集 及 集合 的 运算 来 表示 时 , P 就 是 拓扑 性 质 . 如 果 我 们 能 给 出 两 个 同 胚 的 
空间 , 一 个 有 性 质 P, 另 一 个 没有 性 质 P, 那么 可 以 说 明 性 质 P 不 是 拓扑 性 
质 . 依 此 法 则 , 我 们 总 结 以 前 的 概念 以 研究 其 是 否 是 拓扑 性 质 : 

不 是 拓扑 性 质 的 有 : 度量 4, 度量 的 有 界 性 , 集合 的 直径 , 集合 的 有 界 性 ， 
球形 邻 域 . 

是 拓扑 性 质 的 有 : 开 集 , 闭 集 , 稠密 集 , 无 处 稠密 集 . 离散 集 , 集合 的 闭 
包 , 内 部 , 边界 , 序列 是 否 收敛 及 它 的 极限 , 集 族 是 否 是 基 、 子 基 , 点 的 邻 域 
及 邻 域 基 , 映射 是 否 连续 , 是 否 是 开 ( 闭 ) 映射 . 

以 后 每 给 出 一 个 概念 , 我们 将 指出 其 是 否 为 拓扑 性 质 . 


练 习 2.4 


2.4.A 设 (X,q) 是 度量 空间 ，4cX. 如 果 存 在 连续 映射 >: 蕊 一 开 使 得 
r(X)=4 且 对 任意 的 xe 4, r(x)=x, 则 称 4 是 了 的 收缩 核 . 证 明 收 缩 核 一 
定 是 闭 子 集 . 

2.4.B 设 (XT,q) , (7,p) 是 度量 空间 ,B 是 (X,q) 中 的 基 . 证 明 映 射 
了 :车 忆 了 是 开 映 射 当 且 仅 当 对 任意 的 BeB，f(B) 在 (Y,p) 中 开 . 举例 说 明 ， 
上 面 结 论 中 的 基 不 能 用 子 基 代 替 . 

2.4.C 设 f,g :了 下 了 是 由 度量 空间 (X,q) 到 度量 空间 (7Y,p) 的 两 个 连续 
映射 , D 是 全 的 稠密 子 集 . 证 明 , 如 果 f|1D=g|D, 则 f=g. 

2.4.D 设 (X,q),(Y,p) 是 度量 空间 . 证 明 映 射 / :XX-> 了 是 闭 连续 映射 的 
充分 必要 条 件 是 : 对 任意 的 4cC, clyf(4)=f(cly4). 映射 了 : 工 一 了 是 开 
连续 映射 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任意 的 4cX, f(inty(4))cinty(f(4)). 举 
例 说 明 开 连续 映射 不 能 保证 上 面 等 式 成 立 . 

证 明 连续 映射 了: 工 一 并 是 开 映 射 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任意 的 BcY， 
clxf "(8B)=f"'(clyB) , 其 也 等 价 于 ,对 任意 的 BcY ，intr( 太 (3)= 
六 (Gintr(B))， 

2.4.E. 证 明 (0.D#I. 

2.4.F. 证 明 满 射 /: -> 是 同 胚 当 且 仅 当 其 为 严格 单调 的 连续 映射 . 
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2.5 一 致 连续 、 等 距 上 映射 与 等 价 映射 


本 节 我 们 将 定义 一 致 连续 、 等 距 映 射 与 等 价 映射 等 概念 . 并 讨论 它们 
的 基本 性 质 . 这 是 几 个 非 拓扑 性 质 , 它们 是 度量 空间 特有 的 性 质 . 

定义 2.5.1 设 (X,qd) 与 (7,p) 是 两 个 度量 空间 f:X 一 了 是 映射 . 若 对 
任意 的 a>0, 存在 6 >0 使 得 对 任意 的 x,ye 革 ,车 d(x,y)<5, 则 

PpP(f (x), f(y») <, 

这 时 称 了 是 ( 忆 d) 到 (7o) 的 一 致 连续 映射 . 

如 果 (X,q) 与 (7,p) 分 别 是 Euclidean 空间 (1",q) 与 ( ,4), 则 此 一 致 连 
续 性 与 分 析 中 的 定义 相同 . 显然 , 一 致 连续 的 复合 也 是 一 致 连续 的 . 一 致 连 
续 的 映射 必 是 连续 映射 , 但 反之 不 真 . 大 家 在 数学 分 析 中 已 经 知道 了 大 量 反 
例 , 下 面 举 例 说 明 一 致 连续 性 的 概念 是 非 拓扑 性 质 . 

例 2.5.1 设 工 =(-LD, 了 =i , 定义 d(x7)=|x-y|( 在 式 与 了 了 上), 作 
区 为 


f(x)= tanTx, 
则 f:(X,q) 一 (7,q) 不 是 一 致 连续 的 . 
现在 我 们 在 人 上 定义 另 一 个 度量 p 为 


P(x,y) = 


元 元 
tan 一 x 一 tan 一 J 
2 2 


则 f:(X,p) 下 (7,q) 是 一 致 连续 的 . 由 于 7,=7, 故 id:(X,d) 下 (X,p) 是 同 
胚 , 由 此 说 明 id 不 保持 一 致 连续 性 . 
定义 2.5.2 设 (X,q) 与 (7,p) 是 两 个 度量 空间 , / :> 了 是 一 一 对 应 . 
若 对 于 任意 的 xye 民 , 有 
d(x,y)=p(f (x),7(7)). 
则 称 了 为 度量 空间 (X,q) 与 (7,p) 的 等 距 映 射 . 此 时 称 (X,q) 与 (7Y,p) 是 两 个 
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等 距 的 度量 空间 . 

显然 , 等 距 映 射 一 定 是 一 致 连续 的 , 等 距 关 系 是 一 个 等 价 关系 . 2.1 节 中 例 
2.1.2 和 例 2.1.3 给 出 了 i ?中 的 两 个 度量 4,p, 容易 验证 id:(?,4) -一 ( ”,p) 是 
一 致 连续 的 , 但 非 等 距 映 身 . 

本 书 中 讨论 的 性 质 都 是 在 等 距 映射 下 不 变 的 性 质 , 最 后 我 们 定义 等 价 
度量 的 概念 . 

定义 2.5.3 设 4 与 p 是 集合 上 的 两 个 度量 , 若 存在 实数 m,M >0 使 
得 对 任意 的 x,ye 隋 有 

mp(x,y) < d(x.y) < Mp(x,y), 
则 称 4 与 p 是 了 上 的 两 个 等 价 度量 . 

等 价 度量 虽然 可 以 不 是 等 距 映 射 , 但 如 果 4 与 p 是 上 的 两 个 等 价 度 
量 , 那么 , 度量 空间 (X,qd) 和 (X,p) 的 各 种 性 质 几 乎 没有 实质 性 不 同 , 而 仅 
仅 会 有 量 的 不 同 . 例如 , 对 于 集合 4c 玉 , 4 在 (X,d) 和 (X,p) 上 是 否 有 界 是 
等 价 的 , 但 是 , 如 果 有 界 , 4 在 (XY,qd) 和 (X,p) 上 可 以 有 不 同 的 直径 . 

例 2.5.2 2.1 节 中 例 2.1.2 和 例 2.1.3 给 出 的 j "上 的 两 个 度量 4, p 是 等 
价 度 量 , 因为 

PED) Sd) < Vnplr,y). 

以 上 三 个 概念 对 于 同一 集合 上 的 两 个 度量 4 和 p 而 言 有 下 面 简 单 的 
事实 : 

若 id:(X,4) 下 (XX,p) 是 等 距 上 映射 , 则 必 为 等 价 度量 ; 若 4 与 p 为 等 价 
度量 , 则 id:(X,q) 下 (XY,p) 和 id:(X,p) 忆 (XY,q) 都 是 一 致 连续 的 ， 从 而 
=7. 但 反之 都 不 真 . 前 者 的 反例 为 上 述 例 2.1.2. 后 者 的 反例 如 下 . 

例 2.5.3 令 工 =I d(x,y)=|x-y|, p(x,y)=|Vx-Yy|, 容 易 验证 , 4,p 
为 工 上 的 两 个 度量 . 进一步 , id:(X,p) 下 (X,d) 是 一 致 连续 的 . 事实 上 , 对 任 
意 的 x, y, 有 

d(x,y) = p(x, y(Vx + Vy) <2p(,»). 


故 对 任意 的 =>0， 令 5=， 则 当 p(x,y)<5 时 ， 


d(x,y)<e, 


*065°* 


As 
无 限 维 拓扑 学 引 论 


术 


所 以 id:(X.p) -> Cd) 是 一 致 连续 的 . 又 , 因为 函数 f(x)=Vx 在 I 上 按照 数 
学 分 析 中 的 定义 是 一 致 连续 的 , 所 以 对 任意 的 =>0, 存在 5>0, 使 得 对 任 
意 的 x,yel, 当 |x-y|<5 时， 

[10)-fO) ke, BB p(x,y)< sa. 
由 此 说 阴 id:(L4) 下 (Lp) 是 一 致 连续 的 . 但 不 存在 m>0 使 得 
mp(x,y) 三 d(x,y) 对 任意 的 x,y eI 成 立 . 事实 上 , 对 任意 的 m>0, 选择 we 对 


有 1 则 


i 
使 得 二 <m, 令 x= 一 . y= 一 一 ， 
n (n+l) 


ea 直到 |- 吉 
| n(n+1)” 
1 1 2n+1 2 
dq 四 议和 < 
人 忆 (n+D| mntD) n(ntl) 


故 We 
PX,y) n 


所 以 mp(x,y) > d(x,y). 


练习 2.5 
2.5.A. 证 明 两 个 离散 空间 工 和 了 是 等 距 的 充分 必要 条 件 是 | 工 |=| 工 |. 


2.5.B 探讨 练习 2.1.B 中 给 出 的 ; 上 的 度量 和 通常 度量 是 等 价 的 条 件 . 
2.5.C 分 别 探讨 (X,d) 和 (XX,4) 是 等 距 和 等 价 的 条 件 . 


2.6 度量 空间 的 运算 


所 谓 度量 空间 的 运算 就 是 由 一 些 度 量 空间 生成 一 个 (或 几 个 ) 新 的 度 
量 空间 . 本 节 中 仅 考 虑 子 空间 、 和 空间 及 可 数 乘积 运算 , 以 后 我 们 将 考虑 其 
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他 运算 . 
定义 2.6.1 设 r(X,qd) 是 度量 空间 , BS#YcX, 则 4d|YxY:YxY->i 是 
了 中 的 度量 , 称 (Y.4|1Yx 了 ) 是 (X,qd) 的 子 空间 . 以 后 , 为 了 简单 起 见 , 也 记 
qd|YxY 为 q. 
关于 子 空间 有 下 面 简 单 的 事实 . 
定理 2.6.1 设 (7,q) 是 (X,q) 的 子 空间 , 则 : 
(1) VcY 是 了 中 的 开 集 当 且 仅 当 存在 莽 中 的 开 集 U 使 得 
V=UNY. 
(2) EcY 是 了 中 的 闭 集 当 且 仅 当 存在 莽 中 的 闭 集 下 使 得 
E=FNY. 
(3) 对 任意 的 4cY, 用 cl;4 和 cly4 分 别 表示 4 在 了 与 中 的 闭 包 , 则 
clyA4=clrANY. 
证 明 我 们 证 明 (1) 和 (3) ，(2) 的 证 明 留 给 读者 . 
(1) 设 VcY, 车 VV 在 (7Y.q) 中 是 开 集 , 则 对 任意 的 y。 eT， 存在 s, >0 
使 得 
{yeY:d(y,y)<s} coV. 
令 
U=\) {trexX:d(x,y)<s,}. 


yp 


则 U 是 (X,q) 中 的 一 族 球 之 并 , 因此 U 为 (X,q) 中 的 开 集 , 而 且 


UNY= U {xeX:d(x,y) <a}hNY 


wy 


= U {xeY:d(x,y) < En 
wT 


=V. 


反之 , 若 存 在 (X,4d) 中 的 开 集 U 使 得 VY=UNY, 则 对 任意 的 yeUNY， 
存在 Er i 使 得 {xeX:qd(x,y)<s,}cU. 那么 ， 


yerf\{xeX:d(x,y)<e,} crYNU. 
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# 


手 是 ; 
YNU = U YN{xeX:qd(x,y) <e,} 


yeUNY 
U {xeY:d(x,y)<e,}. 
?EU 


即 YNU 是 了 中 的 一 族 球 之 并 , 因此 YNU 为 了 的 开 集 . 
(3) 设 xe 于 , 则 由 (1) 知 
xecly4 今 xe 了 且 对 了 中 的 任意 开 集 V, 若 V3, 则 VN 站 4 名 
今 xe 了 且 对 下 中 的 任意 开 集 U, 若 U x, 则 (UN7N4#@2 
今 xe 了 且 对 针 中 的 任意 开 集 U., 若 U 2, 则 UN4#@2 
OxerY 有 xeclyAd 
SOxerfclrdA 
证 毕 . 
注 2.6.1 关于 内 部 运算 和 边界 运算 , 我 们 并 没有 类 似 上 述 定 理 中 (3) 
的 结论 , 只 能 说 , 对 于 4cY, 4 在 了 中 的 内 部 包含 4 在 下 中 的 内 部 . 例如 ， 
令 诸 =i ,了 =i x{0}，4=Ix{0}, 4 为 1 ?上 的 Euclidean 度量 , 则 4 在 于 中 
的 内 部 为 空 集 , 而 4 在 了 中 的 内 部 为 (0,1)x{0}. 边界 的 情况 将 更 为 复杂 . 
下 面 给 出 的 " 的 子 空间 是 我 们 经 常用 到 的 . 
例 2.6.1 定义 i "的 子 空间 : 
n 维 球体 : B”={(xn,x,…,%) ei "对 ++…+x 和 有 ; 
n 维 方 体 : 下 =[-L1]; 
n 维 单位 方 体 : 开 =[0.] ; 
n 一 1 维 球面 : S”'={(%,%,…,%) Ei "对 + 芝 +…+ 营 =. 
另外 , 对 任意 的 m<n, i ”x{0}x…x{0} 也 是 ; "的 子 空 间 且 显 然 与 1 ”等 距 同 


构 , 有 时 也 直接 说 ij" 是 ij "的 子 空间 . 另外 , S" = {1 是 有 定义 的 . 

下 面 的 定理 说 明子 空间 的 拓扑 仅 与 大 空间 的 拓扑 有 关 , 而 与 大 空间 的 
度量 无 关 . 

定理 2.6.2 设 纪 *7cX, d, p 是 车 上 的 两 个 度量 , 且 五 = 五 , 则 
和 入 


dlr 的 
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这 个 定理 是 上 述 定理 2.6.1 (1) 的 推论 . 证 明 略 . 

在 考虑 度量 空间 的 子 空间 时 , 我 们 经 常用 .和 工分 别 表示 度量 空间 
(X,qd) 和 (7,p) 的 全 体 开 集 之 集 , 即 Tr = 五, 7 =7,. 下 面 再 给 出 子 空间 的 
几 个 性 质 . 

定理 2.6.3 (1) 设 B 是 (X,qd) 的 ( 子 ) 基 , (7.4q) 是 (X,q) 的 子 空 间 , 则 
BIY={B8NY:BeB} 是 (7Y,q) 的 ( 子 ) 基 . 

(2) 设 (7,q) 是 (X,q) 的 子 空间 , yeY, 则 NG)IY={UNY:UeN(y)} 
是 y 在 子 空间 (7,4) 中 的 邻 域 全 体 . 若 By(y) 是 y 点 在 空间 工 中 的 一 个 邻 域 基 ， 
则 Bi(y)| 了 是 y 点 在 子 空间 了 中 的 一 个 邻 域 基 . 

(3) 设 (7,q) 是 (X.q) 的 子 空间 , 且 了 是 (X,q) 的 离散 子 集 ， 则 
74yw =74p = 了 (7), 这里, p 是 了 上 的 离散 度量 . 

请 读者 自 证 . 

定义 2.6.2 设 (X,q) 是 度量 空间 , U 是 开 ( 闭 ) 子 集 , 则 称 (U,4q) 为 
(了 ,qd) 的 开 子 空间 ( 闭 子 空间 ) . 

上 面 例子 中 的 n 维 球体 B”, n 维 方 体 J*=[--1,17, n 维 单位 方 体 Y" =[0.]] ， 
n 一 1 维 球面 S” = {0amp :如 + 总 + 如 = 了 都 是 ij "的 闭 子 空间 ; 对 
任意 的 m<n, i ”x{0}x…x{0} 也 是 i "的 闭 子 空间 . (0,1)" 是; " 的 开 子 空间 . 


nm 


但 对 任意 的 m<n，(0,1)”x{0}x…x{0} 不 是 ; "的 开 子 空间 , 也 不 是 闭 子 空间 . 


nm 


例 2.4.8 可 以 推广 到 一 般 情况 . 设 4 是 度量 空间 (X,q) 的 子 空间 , 我 们 

可 以 定义 j,:4 一 了 为 
(x)=x, 

称 之 为 由 4 到 式 的 嵌入 映射 . 容易 验证 ，j, 是 连续 的 ; 而 j, 是 开 ( 闭 ) 映 
射 当 且 仅 当 4 是 全 的 开 ( 闭 ) 子 空间 . 从 而 , 对 任意 的 度量 空间 (7,p) 及 连 
续 映 射 / :一 Y，f14=f。 有 :4 了 连续 . 对 于 度量 空间 (7,p) 及 其 子 空 
间 B, 度量 空间 (X,qd) 及 映射 /: 了 >B， 由 定理 2.4.5 容易 验证 , 映射 
三 :工人 有 连续 当 且 仅 当 映射 j,。f : 们 > 了 是 连续 的 . 在 今后 大 多 数 情况 下 ， 
映射 jo。f :于 下 了 也 被 写 为 1 :了 > 了 . 所 以 映射 / :对 下 B 的 连续 性 和 了 映 
射 f: 全 -> 了 的 连续 性 是 等 价 的 . 进一步 , 如 果 映 射 jao。f =f: 庆 -> 了 是 开 
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j 


( 闭 ) 映射 , 那么 也 : 工 一 了 也 是 开 ( 闭 ) 映射 , 但 是 其 逆 并 不 成 立 . 例如 ， 
id :4 一 4 是 开 映 射 也 是 闭 映射 , 但 是 j, oid, :4 一 工 可 能 既 不 是 开 映 射 也 
不 是 闭 映射 . 最 后 , 我 们 引入 下 面 的 定义 . 

定义 2.6.3 设 ( 人 7) 和 (7p) 是 度量 空间 ， 太 : 工 一 了 是 单 射 , 如 果 
7 太 : 工 一 CEZ) 是 同 胚 映 射 (等 距 上 映射 ) , 则 称 太 : 工 一 了 是 同 胚 嵌入 (等 距 
嵌入 ) . 当 JCO 是 了 的 开 ( 闭 ) 集 时 , 称 了 : 工 一 了 是 开 ( 闭 ) 同 胚 杠 入 
( 开 ( 闭 ) 等 距 嵌 入 ) . 

注 2.6.2 连续 的 单 射 不 一 定 是 同 胚 嵌入 . 例如 , 设 全 = {w,x,,…,x。} 是 可 


数 的 离散 空间 ， 考虑 映射 /: 工 -下 为 (xu) =， Js)=0. 那么 , /是 连续 


的 单 射 但 不 是 同 胚 嵌 入 . 

定理 2.6.4 设 了 是 度量 空间 工 的 开 子 空间 , 4c 工 . 如 果 4 是 工 的 稠密 
(无 处 稠密 ) 集 , 那么 4 是 了 的 稠密 (无 处 稠密 ) 集 . 

请 读者 自 证 . 

定理 2.6.4 说 明子 空间 了 中 的 每 一 个 开 ( 闭 ) 集 B 一定 可 以 写成 大 空 
间 中 的 一 个 开 ( 闭 ) 集 4 与 Y 之 交 . 但 满足 条 件 的 4 并 不 是 唯一 的 , 随 
意 的 选择 会 导致 整体 性 质 差 . 下 面 的 定理 给 出 了 一 种 自然 选择 , 这 种 选择 有 
良好 的 整体 性 质 . 

定理 2.6.5 设 (7,4) 是 度量 空间 (X,4) 的 子 空间 . 

(1) 存在 映射 p: 万 一 到 使 得 

(i) og(7)=X, gO)=8; 

(站) 对 任意 BeT, p(B)NY=B; 

( 道 ) 如 果 4,BeTi 且 4cB, 则 gp(4)c 9(B); 

(iv) 对 任意 的 4,B eT, pLmnB)=oCD) 站 op(CB) . 

(2) 存在 映射 y :万 全 万, 这 里 万 ,万 分 别 表示 (Yd) 和 (7d) 的 闭 集 
全 体 , 使 得 

(i) yD=X, yO)=8; 

(ii) 对 任意 Be 万, y(BDNY=B; 

( 道 ) 如 果 4,Be 万 且 4cB, 则 ywy(4)cw(B); 

(iv) 对 任意 的 4.Be 万 , y(4UB)=w(4)Uvw(B). 
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证 明 (1) 对 任意 Be 五 . 令 
9(B)={xeX:d(x,B)<d(x,Y\B)}. 


“Wy 
图 2-4 g(x) 的 定义 
由 定理 2.4.3 和 定理 2.4.4 知 g(8)e Ti. 现在 我 们 证 明 p: 互 一 五 满 足 
(1) 中 的 (i) 至 (iv) . 
由 于 d(xC)=+o, 故 (i) 成 立 . 
显然 ，(i) 成 立 也 说 明了 当 Be{, 好 时 ，(ii) 成 立 . 因此 , 为 证 明 
(ii) , 设 Be \{@, 耻 .对 任意 的 yeB, 由 于 B 是 (7.q) 中 的 开 集 , 存在 
z>0, 使 得 


如 图 2-4 所 示 . 


x 


{zeY:d(z,y)<e} cB. 
因此 ， 
d(y,B)=0<sd(y,Y\B). 
所 以 ,ye p(B). 这 说 明 
BeBl\. 
另 一 方面 , 设 yeY\B, 则 qd(y,Y\B)=0. 因此 , 4(y,B)<4q(y,Y\B) 不 能 成 立 . 
所 以 ,yg p(B). 这 说 明 
9(BNY CB. 
故 (ii) 成 立 . 
由 定义 , 对 任意 的 4,8BcX 及 xe 了 ,如 果 4cB, 那么 
d(x, A) d(x, B). 
由 此 , 我 们 知道 (iii) 成 立 . 
最 后 , 我 们 证 明 (iv) 成 立 . 对 任意 的 4.BeT, 由 (iii) 知 
9(4NB)c og(AD Np9(B). 


Ls 
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反之 , 设 xspC)mop(B), 同时 , 不 妨 设 dx 了 \d 近 daC.7\B). 则 
d(x,A) <d(x,Y\A)< d(x,Y\B). 
令 e=d(x,Y\4)-d(x,4)>0. 由 定义 , 存在 ae 4 使 得 
d(x,a) <d(x, A)+e=d(x,Y\A)< d(x,Y\B). 
由 此 说 了 明 agY\B. 所 以 , ae 4 门 B. 故 
d(x, ANB) < d(x,a) <d(x,Y\A)=d(x,Y\(4NB8)). 
最 后 一 个 等 号 成 立 的 原因 是 
d(x,Y \(4NB)) 
=4q(x,(Y\ A)U(Y\B8)) 
=inf{d(x,c):ce(Y\ AU(Y\B)} 
=min{inf{d(x,c):ceY\4},inf{d(x,c):ceY\B}} 
=min{d(x,Y\ 4A),d(x,7\B)} 
=d(x,Y\4) 
所 以 , xepCnB). 因此 . 
op(A) No(B) co(4NB). 
(2) 对 任意 的 Be 万: 令 
wy(B)=X\p(Y\B). 
利用 (1) , 我 们 知道 yw :万 一 及 满足 (2) 中 的 (i) 至 (iv) . 另外, 读者 
不 难看 出 
y(B)={xeX:d(x,B)< d(x,Y\B)}. 
证 毕 . 
注 2.6.3 在 上 面 定理 的 证 明 中 定义 的 映射 p:7 Ti 未必 满 足 
gp(AUB)= 9(4)U 09(B). 
因此 , y :7 一 元 未必 满足 
9(4NB)=9(A) fo(B). 
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例如 , 令 工 =i ?7\{(0,0)}, 了 ={(x,y)e 于 :y=0}, 且 赋 予 Euclideani ?的 子 空 
间 度 量 . 再 令 4={(x,0)eY:x>0}, B={(x,0)eY:x<0}, 那么 


gp(A)={(x,y) EX:x>0},9(B)={(x,y)e XX:x<0}. 
因此 ， 
gp(A Ug(B)={(x.y) eT:x#0 =9(7)=9(4UB). 


我 们 定义 的 第 二 个 拓扑 运算 是 (有限 ) 乘积 运算 . 
定义 2.6.4 设 ( 卫 ,qd1),(X,,qd,)…,(XY,,d,) 是 度量 空间 , 定义 4: (XxX x… 
x 卫 ,)x( 卫 x 于 ,x…x 著 ,) 一 i :为 


d(x ), ps p27 ) = Yd 1) + (d,s) ++ (d,s y,)), 


则 4 是 总 x 马 x…x 忆 的 一 个 度量 , 称 之 为 Euclidean 乘积 度量 . 此 时 称 
(页 x 总 xx 蕊 0) 为 (dd Cd) 的 Euclidean 乘积 度量 空 
间 . 另外 , 定义 p:( 于 xx…x 邯 ,)x( 卫 x 瑟 x…x 耳 ,) 一 1 + 为 


Ps Xs) Ps 2 ys)) = max {di (m1), qd, (x,y2),*, d, (Xs yn)}- 


则 p 也 是 和 x 了 x…xX, 上 的 一 个 度量 . 称 之 为 最 大 值 乘 积 度量 ， 称 

( 避 x 了 ,x…x 于 ,,P) 为 (于,q1),( 了 ,qd,)…,(X,,q,) 的 最 大 值 乘 积 度量 空间 . 
定理 2.6.6 设 (,q1),( 了 ,qd,)…,(,,d,) 是 n 个 度量 空间 , 则 对 任意 的 

(EX x…x 卫 ,有 


P(N DS dG 
< Vnp(Ga ,1)). 
请 读者 自 证 . 
由 此 可 知 ，4 和 是 五 x 史 x…x 忆 上 的 等 价 度量 , 从 而 五 = 五 . 因此 ， 
对 拓扑 性 质 而 言 , 4 和 p 并 无 区 别 . 因此 , 今后 我 们 可 以 用 马 x 浆 x…x 蕊 , 表 
示 这 两 个 度量 空间 中 的 任 一 个 . 统称 为 乘积 度量 空间 . 由 它们 导出 的 开 集 全 
体 称 为 乘积 拓扑 . 每 一 个 (X,,d,) 称 为 这 个 乘积 空间 的 因子 空间 . 当 所 有 的 
(,4,) 都 等 于 (X,q) 时 ,我 们 用 (人 分 记 (全 xz 互 x…x 世 9) 或 者 
(Hx 下 ,x…x 耻 ,,P) . 如 果 没有 必要 说 明度 量 4,(X,4)" 也 简 记 为 X". 
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设 ( 卫 ,qd),( 卫 ,qd,)…,( 了 Y,,qd,) 是 度量 空间 . 对 任意 的 ;过 ”及 任意 固定 的 
点 二 ( 莒 ,eRx…x 耻 1x, x…x 耻 ,, 我 们 能 够 定义 映射 
方 :于 坟 卫 = 了 x 了 x…x 了 ,为 : 对 任意 的 x e 蕊 ， 

万 (= 

显然 , 不 论 了 上 取 Euclidean 乘积 度量 还 是 最 大 值 乘 积 度量 , 矿 都 是 等 距 赃 
入 , 所 以 , 作为 藉 的 子 空间 ,ji(X,) 具 有 不 ,的 一 切 性 质 . 今后 , 我 们 将 不 加 说 
上 明 地 利用 这 个 结果 . 

例如 , i ”上 的 Euclidean 度量 刚好 为 | 的 Euclidean 度量 的 Euclidean 
乘积 . I",J" 也 分 别 是 I, J 的 Euclidean 度量 乘积 . 但 是 ，B" 并 不 是 B: 的 
Euclidean 度量 乘积 , 但 它们 是 同 胚 的 (为 什么 ) , 而 S""' 不 是 n-1 个 S! 
的 Euclidean 度量 乘积 ， 甚 至 它们 都 不 是 同 胚 的 . 例如 , 当 ”=3 时 ， 
人 ={Gamm): 了 ++ 双 = 了 是 普通 球面 ,Si:xS!: 同 胚 于 环 面 ( 像 轮 胎 ) 
时 , S: 和 S:xS' 不 是 同 胚 的 , 证 明 比 较 困 难 . 此 处 略 . 

定理 2.6.7 设 B,B,,…,B, 分 别 是 度量 空间 (XX,q),(X,,q,),…,(X,,d,) 
的 基 , 定义 


B={UixU,x:…xU, :U, eB,i=1,2,…,n}. 


则 5B 是 卫 xX,x…x 子 ,的 基 . 

证 明 由 于 7, =7,, 我 们 用 p 证 明 . 首先 证 明 任 意 U = UxU,x…xU, eB 
是 ( 计 x 卫 x…x 夏 ,,p) 中 的 开 集 . 设 (%,x%,…,x%)eU , 对 任意 的 i <n, 存在 
&; >0 使 得 


x eB (x,6) CU,. 
令 e=min{s,s,,…,s,}>0, 则 
(M,N) EB (HE)xBa (x,E) Xx By (x,,E) CU. 
由 jp 的 定义 容易 验证 ， 


B,((n,%,%%,N), a) = By (ne)xB, (xr,e)x-…xB, (x,,5). 
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由 上 面 两 式 可 推出 
Ga ) EB, (Rx) CU. 
因此 U 为 (Xx 下 ,x…x 子 ,,p) 中 的 开 集 . 
下 面 用 定理 2.2.7 证 明 B 是 (XxX,x…x 了 ,,p) 的 基 . 设 U 是 乘积 空间 
中 的 开 集 , 设 (x,x,…,x,)eU , 则 存在 a>0 使 得 


B,((K, Xs, ),E) = Ba (Me)xB, (xX,E)x.…xB, (Xe) CU. 


由 于 ,8B,,…B, 分 别 是 (天 ,41),(X,,q,)…,(Y,,q,) 的 基 , 故 对 任意 的 i <n， 
存在 U, e B 使 得 x eU,c B,(x,,a). 则 


(EU 
CBi(m,e)xB, (XE) x xB, CE) 
王 嫉 
因为 UxU, x…xU, eB, 我 们 知道 8 为 XxX,x…x 计 ,的 基 . 证 毕 . 
推论 2.6.1 设 ( 卫 ,41),( 了 ,qd,)…,(X,,q,) 是 度量 空间 , 则 


B={UxUx…xU,:U, 在 防 中 开 ,i=1,2,…, 巩 


是 总 x 丈 x…x 马 的 基 . 这 个 基 称 为 而 x 叱 x…x 蕊 的 标准 基 . 

注意 , 推论 2.6.1 中 定义 的 已 一 般 并 不 是 空间 xX,x…x 夺 , 的 开 集 
全 体 . 

推论 2.6.2 设 对 于 i 忆 n,4,p; 分 别 是 集合 XX, 的 两 个 度量 , 且 7 =7， 
则 由 4,4,,…,q, 和 pi,p,,…,pP, 在 天 x,x…xXX, 中 导出 的 乘积 拓扑 相同 . 

推论 2.6.3 设 ( 卫 ,qd1),( 和 ,4d,)…,(X,,q,) 是 度量 空间 , 对 任意 的 i 志 n， 
4 , 那么， 


al I4 -TIa 4, int] [4 =T Tint4 
即 有 限 个 离散 子 集 的 乘积 是 离散 子 集 ; 稠密 集 的 乘积 是 稠密 的 .如果 存 在 
i<n 使 得 4 是 访 的 无 处 稠密 集 , 那么 [[4 是 [的 无 处 稠密 集 . 


本 


re, 
无 限 维 拓 提 学 引 论 - 


# 
# 


请 读者 自 证 . 

注意 , 由 于 x 了 XY,x…x 了 ,中 的 所 有 子 集 并 非 都 是 乘积 形状 的 , 所 以 ， 
我 们 并 不 能 从 上 面 的 推论 中 把 乘积 空间 中 所 有 子 集 的 闭 包 和 内 部 用 因子 空 
间 的 闭 包 和 内 部 表示 出 来 . 

设 (五 ,qd1),( 了 ,4,)…,(,,qd,) 是 度量 空间 . x 人 ,x…x 革 ,是 其 乘积 空间 ， 
在 1.4 节 中 , 对 任意 的 ;入 ”, 我 们 定义 了 投影 映射 p, : 访 x x…x 臣 ,于 为 

了 
容易 证 明 , 对 4 CX,， 
4x4xrx4= 人 mm， 


利用 定理 2.6.7, 习题 2.4.B 和 连续 映射 的 等 价 性 , 读者 容易 证 明 下 述 
结论 . 

定理 2.6.8 每 一 个 p, :六 xX,x…x 耻 ,下 是 连续 的 开 满 映 射 . 

但 一 般 来 说 , 投影 映射 并 不 是 闭 映 射 . 例如 , 令 = 了 X, =i ， 

A={(x,We “= x? :wy=18 x,y>0}. 

则 4 是 i ?中 的 闭 集 , 但 p,(4)=(0,+%) 不 是 ; 中 的 闭 集 . 

关于 投影 映射 p, 有 下 面 进一步 的 结果 . 

定理 2.6.9 设 局 , 矶 ,…, 忆 ,了 是 度量 空间 ， 太 :了 一 五 x 妈 x…x 世 是 映 
射 , 则 f 连续 当 且 仅 当 对 任意 的 i 三 n，p,。f :7 了 >, 连续. 

证 明 必要 性 是 显然 的 . 现在 证 明 设 对 任意 的 i <n，p,。/ :7 下, 连续 . 
对 任意 的 i <n, 设 U, 是 中 的 开 集 , 那么 


六 (xx…xUn) -站 coj -ne of (0). 
il Le 


由 假设 , 对 任意 的 i,(p,。/)"(U,) 是 了 中 的 开 集 , 故 /7(UxU,x…xU,) 也 是 
Y 中 的 开 集 . 故 由 推论 2.6.1 及 定理 2.4.2 中 (1) 对 (4) 可 知 ， 
了 :也 卫 x 人,x…x 了 ,是 连续 的 . 证 毕 . 

此 定理 今后 将 经 常用 到 . 

我 们 也 可 以 将 有 限 乘积 推广 到 可 数 无 限 乘积 . 首先 上 述 定 义 的 4 和 pp 
都 不 可 行 , 因为 它们 的 值 域 可 能 不 在 i * 中 . 但 如 果 仅仅 为 了 讨论 拓扑 问题 
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(这 是 本 书 的 主要 目的 ) , 我 们 可 以 用 以 下 方法 . 
设 ((X,,d,)) 是 一 列 度量 空间 , 对 于 每 一 个 n, 令 4, 是 d, 的 标准 有 界 化 


度量 . 对 任意 的 x=(w,%.…), y= (74,5,…) EX XX x… -TIx, , 令 
n=1 
d(x, 1) = 2G, ,), 
n=1 


则 | 站 4] 是 一 个 度量 空间 ， 称 之 为 ((X ,4 ))= ,的 可 数 乘积 度量 空间 由 
nl 
此 度量 导出 的 拓扑 称 为 乘积 拓扑 . 每 一 个 (Y,.4,) 称 为 乘积 拓扑 空间 


[站 .a 的 因子 空间 . 当 所 有 的 (,,q,) 都 等 于 (X,4q) 时 , 我 们 用 (4 或 
n=] 
者 下 记 [ 直 < 
n=] 
关于 可 数 乘积 度量 空间 , 上 述 三 个 定理 的 对 应 结论 是 : 
定理 2.6.10 设 ((X,,d,)) 是 一 列 度量 空间 ，B, 是 (XX,,q,) 的 基 , 则 


B- {Uinta [I%,:/i<iN, Uv, Bi=L2| 


是 [站 .dj 的 一 个 类 如 果 令 每 一 个 B, 是 (CY,.4,)) 的 全 体 开 集 . 那么 上 面 


定义 的 8 称 为 乘积 空间 (sd) 的 标准 基 . 


证 明 不 妨 假定 9,=d，( 为 什么 ? ) . 首先 , 中 每 一 个 成 员 都 是 
| Tc “中 的 开 集 ， 证 明 同 定理 2.6.7, 略 去 . 现在 设 *- Ca…JeTTx， 


< > 0, 选择 ;充分 大 使 得 2 二 < 二 . 则 容易 证 明 


nitl 


xeB(s 人 jj 工艺 EBLa): 
n=itl 


进一步 , 对 任意 的 j 志 i, 选择 Ui e B, 使 得 


= 
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Ed 


则 xeU xU,x…xU,x [I X, cB,(x,a), 
n=i+1 
且 UxU,x:…xU,x[[X,eB. 


nitl 


由 定理 2.2.6 和 定理 2.2.7 可 说 明 为 (ed) 的 基 . 证 毕 . 


n=l 


推论 2.6.4 设 ( 荆 ,41),(X,,q,),… 是 度量 空间 , 对 任意 的 n, 4, c XY,, 那么 ， 


dll4 -Tla4 : 
n=l n=l 
稠密 集 的 无 限 乘积 是 稠密 的 ， 如 果 存 在 使 得 4 是 并 的 无 处 稠密 集 , 那么 
4 是 站 区 ,的 无 处 稠密 集 . 
n=] 7=1 


注 2.6.4 一 般 来 说 ， 
可 机 4 ) zz Tint4 3 


即 可 数 无 限 个 离散 子 集 的 乘积 未 必 是 离散 的 
同样 , 对 于 投影 映射 六 :TTX > 工 ， 


P(e) = 
我 们 有 下 面相 应 的 定理 成 立 . 
定理 2.6.11 p, :了 X, > 蕊 是 连续 的 开 满 映射 
请 读者 自 证 . 
定理 2.6.12 设 石 , 郊 …, 忆 :了 是 度量 空间 ， J:7->TIx， 是 一 个 映 
射 , 则 /连续 当 且 仅 当 对 任意 的 np,。f :7 下 了 ,是 连续 的 . 
请 读者 自 证 . 
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在 1.4 节 , 我 们 曾经 指出 , 对 于 任意 的 集合 Y 了 到 x 和 映射 族 
{f, :7 一 并 js 互相 唯一 确定 . 由 定理 2.6.12, 有 下 面 的 推论 . 
推论 2.6.5 设 T[X 是 乘积 空间 , 了 是 度量 空间 , 则 由 了 到 本 [X 的 连 


续 映 射 和 连续 映射 族 { 岂 :了 一 闷 }s 互相 唯一 确定 , 也 即 , 它们 之 间 可 以 建 
立 自 然 的 一 一 对 应 . 
我 们 也 有 下 面 的 推论 . 


推论 2.6.6 设 (x(b =(x(0,),) 是 乘积 空间 [zx, 的 一 个 序列 ,x=(x,)， 
n=] 


E ITz , 则 x( 有 ) ~ x(E -> oo) 当 且 仅 当 对 任意 的 nm, x(k), 一 x,(E 一 oo) . 


n=l 


证 明 定义 r= 则 作为 ; 的 子 空间 , 了 是 仅 含 一 个 非 孤 立 


点 0 的 度量 空间 . 定义 :了 ->]]X, 为 


n=l 


/人 站 = xm， /0)=x, 


则 x(D >x 当 且 仅 当 :7 了 -> 本 X, 是 连续 的 , 当 且 仅 当 对 任意 的 mp,。f :7 


全 已 是 连续 的 , 当 且 仅 当 对 任意 的 n, x(k), -~ x, . 证 毕 . 

例 2.6.2 QO=J”,; 和 {0.1 分 别 是 无 限 可 数 多 个 J,; 和 两 点 集 {0.1 的 
乘积 ，{0.]} 是 离散 空间 吗 ? 

也 许 你 会 疑惑 为 什么 我 们 没有 仿照 有 限 乘 积 的 p 定义 无 限 乘 积 . 也 就 


是 说 , 如 果 ((X,.d,))" 是 一 列 度量 空间 , 在 T[ X, 上 定义 度量 : 
Ps Ry) BD) =sup{d, (x, 7,) :n=1,2,.}. 
容易 验证 , p 确实 是 集合 ]X, 上 的 度量 , 称 之 为 上 确 界 度量 . 但 是 , 我 们 要 


注意 的 是 , 一 般 来 讲 . Zz 工 .例如 , 取 工 =- 工 , 那么 Ut] 是 .让 
n 


AA\n 


的 开 集 , 但 不 是 (F ,4) 的 开 集 . 今后 , 当 讨论 乘积 空间 时 , 我 们 总 是 指 4. 


a0 
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下 面 考虑 Hilbert 空间 人 ?中 的 序列 收敛 问题 . 对 于 x= (Ge 全 


公 
全 
2 
zll= 2 和 . 
i 


称 之 为 x 的 范 数 . 关于 范 数 的 系统 讨论 见 一 般 的 泛 函 分 析 教 材 , 例如 , 文献 
[15] 和 [19]. 注意 到 作为 集合 2 ci*, 按照 我 们 分 别 给 出 的 和 i ”的 度量 ， 
Hilbert 空间 人 并 不 是 i* 的 子 空间 . 对 于 人 ?中 的 序列 , 在 Hilbert 空间 信和 
在 i# 中 的 收敛 也 是 不 相同 的 . 我 们 先 证 明 下 面 的 结论 . 

定理 2.6.13 设 (x(k)=(x(),),); 是 Hilbert 空间 人 的 一 个 序列 , x=(x,), e 
02. 则 limx(h) =x 当 且 仅 当 1zC0D1=1zl， 且 对 任意 的 ,limx(h), =%,. 

证 明 注意 到 

I|xC) 1 =Ilxlll=|a(x(#),0) -q(x,0)| q(x(k),x), 
且 对 任意 的 ”， 
|x(k), —x, |< d(x(k),x) , 

我 们 立即 得 知 定理 中 的 条 件 是 必要 的 . 现在 我 们 证 明 这 个 条 件 也 是 充分 的 . 
为 此 , 设 定理 的 条 件 成 立 , 我 们 证 明 lim x(k) =x. 

对 任意 的 a>0, 选择 和 e¥ 使 得 


区 3 
0<|xP -Dx <~—. 
气 24 


对 此 NN, 选择 及 e¥ 使 得 对 任意 的 上 三 KK， 


(FE) < 过， 
lx =x 二 


之 | se 4 £ 
Dx,) 一 就)|< 一 县 > CCD， —x,) < 一. 
n=l 24 二 2 


那么 , 对 任意 的 三 K， 
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Wy N 
D> GD),) =x -DP),)Y 
n=N+1 本 双 
NV N 
=]x() NP =D CR),) x) — De 
nl nl 
Do N 
=||x(OP -lxlP + 3 对 -> xP,) x?) 
n=N+1 nl 
€ € € 
< 一 + 一 二 一 
24 24 24 
€ 
8 


因此 , 对 任意 的 三 ,有 

本 把 本 

Dx), —x,) = > (xz(D， —x,) + py (C(x(F), —x,) 
n=l nN 


n=] 
| 六 (x(P,) + bp | 


n=N+1 n=N+1 


即 (d(x(h),x) < 
从 而 limx(1)=x. 证 毕 . 

令 x( 甩 为 集合 0 中 第 个 坐标 为 1 其 余 坐 标 全 部 为 0 的 元 素 , 则 
lx(D=1, 因此 , 由 上 面 的 定理 , 在 所 中 ， limx(k)=0 不 成 立 , 但 是 , 显然， 
在 i 中 , limx(k)=0 成 立 . 所 以 , 在 集合 人 上 的 这 两 个 拓扑 确实 是 不 同 的 . 
由 推论 2.6.6、 定 理 2.6.13 和 定理 2.2.12 知 , Hilbert 空间 人 ?包含 了 比 作为 
i ”的 子 空间 人 更 多 的 开 集 . 进一步 , 由 这 些 结论 也 能 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 2.6.14 设 庆 cl?, 且 对 任意 的 x,ye 广 ,||x||=||y|, 则 工作 为 
Hilbert 空间 0? 的 子 空间 和 作为 乘积 空间 ; * 的 子 空间 有 相同 的 拓扑 . 

最 后 , 我 们 定义 和 空间 . 和 空间 运算 本 身 是 一 种 平凡 的 运算 , 对 其 各 种 
性 质 的 讨论 几乎 全 部 都 是 显然 的 , 但 是 它 可 以 作为 研究 其 他 性 质 和 构造 例 
子 的 工具 . 


*081* 


An 
无 限 维 拓扑 学 引 论 


设 {CC.dJ:ssSs}y 是 一 族 度量 空间 , 且 对 任意 不 同 的 woes ， 
人, 站 了。 = 多. 选择 固定 的 x e XX,, 那么 ， 我 们 在 集合 了 UXX, 上 定义 度量 : 


qd.(x,»), 车 x,yeX,; 


三 
人 了 车 xeX,yeX,, 且 sz 5. 


容易 验证 , 4 确实 是 人 上 的 一 个 度量 , 称 (X,q) 为 {(X.,q,):se 5S} 的 和 
度量 空间 , 记 为 @,.,(X..d,) 或 者 @,.,;X,. 我 们 可 以 定义 自然 映射 
gq; :并 玉 陡 为 gq,(x)=x, 则 g,: 际 , 玫 子 为 开 闭 等 距 谋 入 . 因此 , 每 一 个 ,都 
是 @,.sXY, 的 既 开 又 闭 子 空间 . 

下 面 列 出 了 关于 和 空间 @,., ,的 进一步 性 质 , 证 明 是 显然 的 : 

(1) T={W:v eT); 

(2) 对 任意 的 集合 4c< 工 , 4 是 @.。* 蕊 的 开 ( 闭 ) 集 当 且 仅 当 对 任意 的 
seS, 4n 蕊 是 蕊 的 开 ( 闭 ) 集 ; 

(3) 设 1 是 闭 包 运算 或 者 内 部 运算 或 者 边界 运算 , 则 对 任意 的 4c< 工 ， 


1D=LUhdnz); 
seS 


(4) 对 任意 的 seS, 设 B 是 XX 的 ( 子 ) 基 , 则 (jE 是 @,.sX, 的 
seS 


( 子 ) 基 ; 

(5) 设 (7,p) 是 度量 空间 ，f:@,.,, > 了 是 连续 的 当 且 仅 当 对 任意 的 
seS, j| 蕊 : 蕊 了 是 连续 的 . 

对 任意 一 族 度 量 空间 {(X.,4,):se5S}， 当 它们 并 不 是 两 两 不 相交 时 ， 
我 们 可 以 用 了 = 了,x{s} 代替 们 ,, 则 {(Y.,q,):se5} 是 两 两 不 相交 的 . 进 一 
步 ，d'((x,s),(y.s))=d(x,y) 很 自然 地 定义 了 上 的 一 个 度量 , 且 (X,,d.) 
与 (7Y,q') 是 等 距 同 构 的 . 这 样 @.-*( 工 .4) 有 定义 , 而 且 我 们 认为 


Des (Fs,d,)= Bes (Yd). 


因此 , 无 论 {(X.,4,):se 5S} 是否 两 两 不 相交 . 我 们 可 以 认为 @,., ,都 是 有 定 
义 的 . 
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2.6.A. 设 4d,p 是 集合 工 上 两 个 等 价 的 度量 , 4c .证 明 4d|4x4.p|4x4 
是 集合 4 上 两 个 等 价 的 度量 . 
2.6.B. 设 (X,q) 是 度量 空间 . 我 们 称 乘 积 空间 X? 的 子 集 


人 A={(x,x) eX’?:xeX} 


为 的 对 角 线 . 证 明和 人 是 空间 X? 的 闭 子 集 . 

2.6.C. 设 (了,q), (Y,p) 是 两 个 度量 空间 . 互 是 了 的 子 空间 ， 太 : 工 一 瑟 是 映 
射 . 证 明 f :(X,q) > (7,p) 是 连续 的 以 及 :(,4) 一 (GT,p| 五 x 瑟 ) 是 连续 的 等 
价 ， 但是， 太 :(C.d) 一 (7p) 是 开 ( 闭 ) 的 以 及 f:(X,q) 一 (1,p|x) 是 开 
( 闭 ) 的 不 等 价 . 

2.6.D. 证 明 ( 人 2 x0. 

2.6.E. 证 明 站 同 胚 于 它 的 子 空间 {wx%,…,x) eT :入 生 … 生 %}. 

类 似 的 结论 对 CO = 于 成 立 吗 ? 证 明 你 的 结论 . 

2.6.F. 设 (,q) 是 度量 空间 , Y 是 XY 的 正则 开 集 . 证 明 对 任意 的 集合 
4cY, 4 是 了 的 正则 开 集 的 充分 必要 条 件 是 4 是 工 的 正则 开 集 . 举例 说 明 ， 
了 中 的 正则 开 集 未 必 是 藉 中 的 正则 开 集 与 了 的 交 . 请 再 探讨 正则 闭 集 的 情况 . 

2.6.G. 集合 4 是 度量 空间 (X,4) 的 收缩 核 ( 见 练习 2.4.A) 当 且 仅 当 
对 任意 的 度量 空间 了 及 任意 的 连续 映射 /:4>Y， 存在 连续 映射 
:XX 一 了 使 得 FI|4=/. 


2.7 Urysohn 引 理 和 Tietze 扩张 定理 


本 节 将 建立 度量 空间 到 i; (或 单位 区 间 I) 的 连续 映射 的 几 个 重要 定 
理 , 今后 将 多 次 用 到 它们 . 

定理 2.7.1 (Urysohn 引 理 ) 设 蕊 是 度量 空间 , 4.8 是 天 中 两 个 不 相交 
的 闭 集 , 则 存在 连续 映射 f: 廊 >I 使 得 f(4)c{0} 且 f(B)cD. 
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证 明 如 果 4= 名 或 者 B= 儿 , 那么 , 令 三 : 工 一 工 为 常 值 1 函数 或 者 常 值 
0 函数 , 则 了 满足 定理 的 要 求 . 现在, 假定 4, B 都 是 非 空 的 . 设 4 是 了 上 的 
度量 , 定义 f :了 一 I 如 下 : 对 任意 的 xe 工 ， 


d(x, A) 


/0 -Da 


由 于 4 站 B= , 故 对 任意 的 xe 于 ,xg 4 或 者 xgB. 例如 , 假设 xg 4, 则 由 
4 是 闭 的 , 故 存在 > 0 使 得 B(x,a) 门 4= 儿 . 由 此 可 知 ， 


d(x, A) 三 e >0. 
所 以 对 任意 的 xs 工 ， 


d(x, A)+d(x,B)0. 


从 而 , 由 定理 2.4.4 可 知 ，f/ :I 是 连续 的 . 验证 f(4)c {0} 和/f(B)c 
是 显然 的 . 证 毕 . 

推论 2.7.1 设 了 是 度量 空间 , 4, B 是 XY 中 不 相交 的 闭 集 , a,bei 且 
a <b, 则 存在 连续 映射 / :全 ->[a.b] 使 得 f(4)c {a} 且 f(B)c {2}. 

推论 2.7.2 设 式 是 度量 空间 , 4, B 是 天 中 不 相交 的 闭 集 , 则 存在 天 中 
不 相交 的 开 集 U, V., 使 得 4cU,BcV. 

证 明 由 定理 , 假设 连续 映射 六 : 工 一 工 满足 fr ct ,， f(8) cl. 那么， 


7) 


定义 2.7.1 设 工 是 集合 , (7.p) 是 度量 空间 ，( 思 ) 是 民 到 工 的 映射 列 ， 
:了 二 了 是 一 个 映射 . 

(1) 若 对 任意 的 xe 于 ,序列 (f(x)) 收 但 于 f(x), 则 称 ( 太 ) 点 态 收敛 于 
f, 记 作 /一 了. 因此, (f,) 点 态 收复 于 了 当 且 仅 当 对 任意 的 xe 及 任意 
的 =>0, 存在 和 N 使 得 n>N 时 , p(f,(x),f(x))<e. 

(2) 若 对 任意 的 >0, 存在 N 使 得 n>N 时 , 对 任意 的 xeX， 
PpP(f,(X?), 了 (x)) <a, 则 称 (1) 一 致 收 合 于 了 , 记 作 /二 ff. 
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定理 2.7.2 设 (X,4d), (7Y,p) 是 度量 空间 , (f,) 是 耻 到 了 的 连续 映射 列 ， 
:于 二 了 是 一 个 映射 . 车 三 了, 则 f:(X,q) 一 (7,p) 连 续 . 

证 明 设 x s 工 . 我 们 证 明 /在 x 点 连续 . 对 任意 的 a>0, 由 于 /二 了， 
存在 和 N 使 得 n>N 时 , 对 任意 的 xs 三 , 有 


PU f0) <3 
由 于 fw :(X,q) 王 (7,p) 连续 , 故 存在 5 >0 使 得 当 d(x,x)<5 时 , 


po | < 了 “ 
从 而 由 以 上 两 式 知 
Pf (x), f(x0)) 
Sp(f (2), fyaW) + pf (NW), fra(xo) + plfra(xo), f(x0)) 
< 二 + 二 + 二 = 
3 
故 了 在 x 点 连续 . 证 毕 . 
注 2.7.1 (1) 细心 的 读者 应 该 能 看 出 , 这 个 证 明和 数学 分 析 中 相应 定 
理 的 证 明 没有 任何 实质 性 差异 . 
(2) 正如 大 家 所 知道 的 , 如 果 把 定理 2.7.2 中 的 条 件 f, 二 了 减弱 为 
/二 了 , 则 了 未 必 连 续 ! 但 问题 是 , 这 时 ,，f 是 否 有 连续 点 ? 
定义 2.7.2 设 工 是 度量 空间 , 4 是 并 的 子 集 . 若 存 在 可 数 多 个 开 ( 闭 ) 
集 {K, -12. 使 得 4- 站 后 | 4 | 则 称 4 是 式 的 一 个 G;- 集 ( 开 ,- 


n=l 


集 ). 
引 理 2.7.1 度量 空间 的 每 一 个 开 集 或 闭 集 都 既是 G;- 集 又 是 F, - 集 . 
证 明 设 (X,q) 是 度量 空间 . 我 们 先 证 明 全 中 的 每 一 个 闭 集 C 都 是 Gs - 
集 . 由 定理 2.4.4 知 4(.C) 是 连续 的 , 因此 . 由 定理 2.4.3 知 


LU -ex:aeo0< 
n 
是 了 的 开 集 . 下 面 利用 C 的 闭 性 证 明 C = 六 以 ,从 而 说 明 C 是 G,- 集 . 显然 ， 
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cc 月 wx， 现在, 设 xe 门 U, , 则 对 任意 的 ne¥ , 存在 x eC 使 得 
les 
n 


于 是 , 由 定理 2.2.12 知 , x=limx, eC. 所 以 闪避 cc 

利用 de Moegen 对 偶 律 , 每 一 个 开 集 都 是 F- 集 . 

其 余 两 个 结论 是 显然 的 . 证 毕 . 

若 令 工 =i , 则 5 是 ; 中 太 - 集 但 非 G;- 集 . 前 者 的 证 明 是 显然 的 , 后 者 
的 证 明 有 一 定 难 度 . 

推论 2.7.3 设 4 是 度量 空间 (X,4q) 中 的 非 空 闭 集 , 则 存在 连续 映射 
f: 了 二 I 使 得 /7*(0)=4. 

证 明 由 引 理 2.7.1, 存在 开 集 族 {U,:n-12,…} 使 得 4= 门 0，. 令 


n=l 


瑟 =XX\U,, 则 环 是 革 中 的 闭 集 且 玉 站 4=@. 由 Urysohn 引 理 (定理 
2.7.1) , 存在 连续 函数 f, :XY 一 I 使 得 


Dc, fF)CcO. 
现在 令 f, :一 I 为 : 对 任意 的 xs 工 ， 


f=527 0). 


显然 ， /确实 是 工 到 工 的 一 个 映射. 又 显然 | 立 27 是 工 到 工 的 连续 函数 
列 且 一 致 收敛 于 /， 故 由 上 面 的 定理 知 /也 是 连续 的 . 由 于 4+ 马 且 
4= 门 0 ,所 以 广 (0) = 4 是 显然 的 . 证 毕 . 


注 2.7.2 这 个 推论 有 一 个 直接 且 简 单 的 证 明 , 请 读者 练习 . 这 里 , 写 出 
这 个 复杂 而 且 不 直接 的 证 明 是 因为 这 个 证 明 对 更 一 般 的 情况 仍然 有 效 . 

为 了 证 明 Tietze 扩张 定理 , 我 们 需要 下 面 的 引 理 . 

引 理 2.7.2 设 革 是 度量 空间 , 4 是 了 中 的 闭 集 ，g :4 下 [-4, 连 续 , 这 


里 >0, 则 存在 连续 映射 8 :汪汪 34 | 使得 对 任意 的 ae 4 有 
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18(O-8 (a) ES4 


证 明 令 E a F =e ([342]) 则 E, 是 4 的 不 相交 的 
闭 集 . 因为 4 是 了 的 闭 集 . 所 以 EF 也 是 的 闭 集 (为 什么 ? ) . 故 由 
Urysohn 引 理 (定理 2.7.1) 知 ， 存在 连 绪 阮 射 s":|-.4 | 使得 


1 证 1 
g Ca g eB. 


如 图 2-5 所 示 . 容易 验证 ,8g 满足 我 们 的 要 求 . 


图 2-5 g 的 定义 
定理 2.7.3 (Tietze 扩张 定理 ) ”设计 是 度量 空间 , 4 是 工 中 的 闭 子 集 ， 
了 :4 一 [a,5] 连 续 , 则 存在 连续 映射 大: 工 一 [a. 习 使 得 记 4= 记 .一 般 地 , 我 
们 称 三 : 工 一 [a. 习 为 了 : 工 一 [a. 菇 的 连续 扩张 . 
证 明 不 妨 设 [a,5]=[-1,1]. 我 们 归纳 地 定义 两 个 连续 函数 列 : 


[NL 


*087* 


Pa 
无 限 维 拓扑 学 引 论 


112Y2 172 
(==. 
使 得 对 任意 的 n 和 任意 的 ae 4, 有 : 
2) OW=f0); 
(i) IO-sOIs 人 3 n>1; 


(iii) f()=f1(0) -8,(0). 
事实 上 , 令 h(aq)=f(a), 则 (i) 成 立 . 


nl nl 
设 (f) 吕 及 (g)) 吕 已 经 定义 于 /4 外 (3 [bs 故 由 


， i el py 
引 理 2.7.2 和 在 过 纺 时. -，| -3 | 引 | 全 对 成 立 . 
现在 对 任意 的 ae 4, 令 
f(a)= f(a)— g(a), 


则 | /0< (3]a £ 日] 人 jss 故 归纳 定义 完成 


ml 总 
由 于 对 任意 的 xe 六 ， ss 站 了 , 所 以 级 数 Foxz) = > g,(x) 收 全 
n=] 


且 由 定理 2.7.2 知 :XX 下 [-1,1] 连 续 . 
现在 我 们 证 明 f |4=/. 事实 上 , 对 任意 的 ae 4， 


三 N 
f (0)-fa)= (0) -lim dg,(0) 


N 
=f/() -bm fo) -1(0) (ii) 


=/(0) -lim(f(o) + fy(a)) 
=f(@)-f(@)-limfy(a) 由 加 及 大 的 定义 ) 


= 0, 
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所 以 是 f 到 X 上 的 连续 扩张 . 证 毕 . 

我 们 有 下 面 的 推论 . 

推论 2.7.4 设 4 是 度量 空间 了 的 闭 集 ，f :4 一 i 连续 , 则 存在 连续 映 
射 /: 卫 ->i 使 得 f14= 了 . 

证 明 由 于 考虑 的 是 拓扑 性 质 , 所 以 我 们 用 (-1,1) 代替 ji . 首先 由 Tietze 
扩张 定理 (定理 2.7.3) 可 知 , 存在 :XX 一 [-11] 使 得 f|4=f. 令 
B=f({-1,), 则 4NB=@. 由 Urysohn 引 理 (定理 2.7.1) 可 知 ， 存 在 
ax: 开工 使 得 c(B9)c 避 cc 峡 . 现 在 令 三 : 工 一 (1 为 


JoD= CD:aGCoD， 


则 了 :天王 (-1,D) 是 连续 的 且 其 值 域 确实 落 在 (-11) 中 , 同时 , 对 任意 的 xe 4， 
有 
JoD = f=7(%). 

证 毕 . 

利用 同样 的 方法 可 以 证 明 : 

推论 2.7.5 设 4 是 度量 空间 工 的 闭 集 , 是; 的 区 间 ， 太 :4 一 了 连续 ， 
则 存在 连续 映射 六: 工 一 了 使 得 记 4= 矿 . 

下 面 的 推论 是 有 控制 的 连续 扩张 的 存在 性 定理 . 

推论 2.7.6 设 4 是 度量 空间 并 的 闭 子 集 ，ss(0.+to]. :4 一 J 了 连续, 
这 里 .7 为 区 间 . g: 开 一 /了 连续 且 对 任意 的 c<4 有 |,/(o)-g(o)|<s, 则 存在 
了 到 工 上 的 连续 扩张 三: 工 一 了 使 得 对 任意 的 xe 工 , 有 | f(x)-g(x)|<s. 

证 明 由 Tietze 扩张 定理 的 推论 (推论 2.7.5) 可 知 , 存在 ,/:4 一 .的 
连续 扩张 下 :七 一 也 . 令 

U={xeX:|F(x) -g(x)|<s}, 


那么 由 假设 和 定理 2.4.3 中 的 (1) 知 , U 为 中 的 开 集 且 U 一 4. 从 而 由 
Urysohn 引 理 (定理 2.7.1) 可 知 , 存在 a:X>I 使 得 a(4)cl， 
Q(X\U)c {0}. 令 f: 了 一 J 为 : 对 任意 的 xs 工 ， 


f(x)=a)F) + a(x) .g(x). 
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则 f(x): 了 二 本 连续 . 显然 . 当 xe 4 时 ,f(x)=f(x). 进一步 , 对 任意 的 
xe 夺 ,分 两 种 情况 考虑 , xeU 和 xe\U, 容易 验证 均 有 
|f() -go) ke. 
证 毕 . 
推论 2.7.7 设 4 是 度量 空间 工 的 闭 子 集 ，N e¥ , 对 任意 的 neN, 
是 区 间 . q 是 了 Y=] 上 的 乘积 度量 . se(0,+ol， 太 :4 一 了 连续 . g:XY->Y 


连续 , 且 对 任意 的 ae 4, 有 4(f(a),g(a))<s. 则 存在 f 到 XY 上 的 连续 扩张 
了: 于 忆 了 ,使 得 对 任意 的 xe 语 , 有 4d(f(x),g(x))<e. 

请 读者 自 证 . 

现在 考虑 如 下 问题 : 设 (X,q) 是 度量 空间 , {4, :se 5S} 是 工 的 非 空子 集 
族 且 工 = 4， 了 是 度量 空间 ，j 太 : 工 一 了 是 一 个 映射 . 那么 ,7 的 连续 性 和 
了 14 的 连续 性 有 什么 关系 . 首先 , 下 面 的 引 理 是 显然 的 . 

引 理 2.7.3 在 上 述 假 定 下 , 车 f:X -> 了 是 连续 的 , 则 对 任意 的 se5， 
f14,:4. > 了 也 是 连续 的 . 

但 其 逆 不 真 . 例如 , 对 于 著名 的 Dirichlet 函数 D:; -> {0,1}: 


Da- 0， 若 xea， 
Se 1]， 若 xe 卫 . 
DI5 和 DIP 都 是 连续 的 , 但 D:; 一 10.1 不 是 连续 的 . 下 面 的 定理 建立 了 其 
逆 成 立 的 两 个 充分 条 件 : 
定理 2.7.4 设 (X,q) 是 度量 空间 , {4, :ss 是 的 非 空 子 集 族 , 且 


了 = 由 4. ,是 度量 空间 ，j 太 : 工 了 是 一 个 映射 . 如 果 对 任意 的 se 5s， 
xeS 


f14.:4. > 了 是 连续 的 且 下 列 条 件 之 一 成 立 , 则 太 : 工 一 了 是 连续 的 : 
(1) S 是 有 限 集 且 每 一 个 4. 是 的 闭 集 ; 
(2) 每 一 个 4 是 下 的 开 集 . 
证 明 作为 例子 我 们 证 明 (1) . 设 FcY 是 了 的 闭 集 , 则 容易 验证 


(P=U0 a7 (5 . 
由 假设 , 对 每 一 个 seS, (f|14.)"(f) 是 4 的 闭 集 , 因此 也 是 了 的 闭 集 . 又 因 
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S 是 有 限 集 , 所 以 /7(F)=【 J(f 14.)"(F) 是 了 的 闭 集 , 从 而 了 : 工 一 了 是 连续 


我 们 经 常 需要 下 面 的 推论 : 

推论 2.7.8 ( 黏 结 引 理 ) 设 4, B 是 度量 空间 了 的 闭 集 , 且 人 = 4UB, 了 
是 度量 空间 ,f/f:4> 了 和 g:8->Y 是 连续 的 , 且 对 任意 的 xe4NB， 
f(x)= g(x), 则 下 面 的 函数 :全 -> 了 是 有 定义 的 且 连 续 的 : 


A 
g(x)， 若 xeB. 


练习 2.7 


2.7.A. 给 出 推论 2.7.3 的 一 个 直接 证 明 . 
2.7.B. 设 (X,qd) 是 度量 空间 , 4 是 其 闭 子 集 ，f :4 -> 工 连续 . 证 明 下 面 定 
义 的 映射 g: 碟 一 I 是 了 玛 的 连续 扩张 : 


Wi 若 xe4 
g(x)= 


ay 十 d(x,0) 


-1l:ae Ar, 若 xeX\4. 
re ae | 若 xe 


这 个 结果 给 出 了 Tietze 扩张 定理 (定理 2.7.3) 的 一 个 直接 证 明 , 我 们 在 本 
节 正 文中 给 出 的 证 明 可 以 推广 到 更 广 的 情况 . 

设 了 是 度量 空间 . 如 果 对 任意 的 度量 空间 X, 当 了 为 了 的 闭 子 空间 时 
了 就 是 天 的 收缩 核 , 那么 . 我 们 称 了 是 绝对 收缩 核 . 如 果 对 任意 的 度量 空间 
于 和 革 的 闭 子 集 4 以 及 连续 映射 :4 -> 了 . 都 存在 连续 扩张 六 : 工 一 了 , 我 
们 称 了 是 绝对 可 扩张 的 空间 . 

2.7.C. 本 节 的 结论 证 明了 哪些 空间 是 绝对 可 扩张 的 ? 

2.7.D. 设 (7,q) 是 绝对 可 扩张 的 度量 空间 , 证 明天 是 绝对 收缩 核 . 

2.7.E. 证 明 绝 对 可 扩张 的 度量 空间 的 收缩 核 是 绝对 可 扩张 的 . 

2.7.F. 证 明 绝 对 可 扩张 的 度量 空间 的 乘积 是 绝对 可 扩张 的 . 

2.7.G. 证 明 可 是 i "的 收缩 核 . 
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2.8 Borel 集 和 绝对 Borel 空间 


本 节 主 要 给 出 Borel 集 和 绝对 Borel 空间 的 定义 , 它们 的 性 质 将 在 以 
后 给 出 . 

上 一 节 , 我 们 定义 了 F, - 集 和 G, - 集 , 并 证 明了 开 集 和 闭 集 都 既是 FF - 
又 是 G, - 集 . 显然 , 可 数 个 环 - 集 ( G, - 集 ) 的 并 ( 交 ) 是 瓦 - 集 (6G,- 
) . 但 是 , 一 般 来 说 , 可 数 个 环 - 集 的 交 未 必 是 FF - 集 ; 可 数 个 G, - 集 的 并 
未 必 是 G, - 集 . 为 此 , 我 们 有 下 面 一 系列 的 定义 和 事实 . 

设 (X, q) 是 度量 空间 ,(X,q) 中 可 数 个 F, - 集 的 交 称 为 ; - 集 ; 可 数 个 
G, - 集 的 并 称 为 Gx - 集 ; 可 数 个 F,- 集 的 并 称 为 Fs, - 集 ; 可 数 个 G;, - 集 的 
交 称 为 G;,;- 集 . 依 此 类 推 . 我 们 分 别称 (X,q) 中 的 开 集 和 闭 集 为 0- 阶 G- 型 
Borel 集 和 0- 阶 F- 型 Borel 集 , 其 全 体 分 别 用 9,(X)=7 和 矿 () 表 示 , 0- 
阶 G- 型 Borel 集 和 0- 阶 F- 型 Borel 集 统称 为 0- 阶 Borel 集 ; (X,q) 中 的 
G;- 集 和 F- 集 称 为 1- 阶 G- 型 Borel 集 和 1- 阶 下 -型 Borel 集 , 其 全 体 分 别 
用 G(X) 和 万 (XY) 表 示 , 1- 阶 G- 型 Borel 集 和 1- 阶 F- 型 Borel 集 统称 为 1- 
阶 Borel 集 . 依 此 类 推 , 我 们 可 以 定义 n- 阶 G- 型 Borel 集 和 7- 阶 下 -型 
Borel 集 , 分 别 用 9,(X) 和 态 (X) 表 示 ; 9COU 石 CD 的 成 员 称 为 n- 阶 
Borel 集 . 利用 引 理 2.7.1 可 以 证 明 ， 每 一 个 n- 阶 Borel 集 既 是 (n+1)- 阶 
G- 型 Borel 集 又 是 (n+1)- 阶 F- 型 Borel 集 . 4 是 n- 阶 G- 型 Borel 集 当 且 仅 
当 工 \4 是 mn- 阶 F- 型 Borel 集 . 另外 , 两 个 "- 阶 Borel 集 族 中 的 一 个 对 可 数 
并 封闭 , 另 一 个 对 可 数 交 封闭 , 分 别称 为 n- 阶 可 和 Borel 族 , n- 阶 可 积 
Borel 族 . 显然 , 当 n 是 偶数 时 ,9,(X) 是 mn- 阶 可 和 Borel 族 . 万 CE 是 wn- 阶 
可 积 Borel 族 ; 当 n 是 奇数 时 , 刚好 相反 . 


车 
竺 


T=%(X) F(X) G(X) 


> 


fF=A) GD FO 
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其 中 , 上 面 的 一 行 关于 可 数 并 封闭 , 下 面 的 一 行 关 于 可 数 交 封闭 , 斜 向 下 的 
箭头 尽 表 示 取 可 数 交 , 斜 向 上 的 箭头 了 表示 取 可 数 并 . 

设 (X,q) 是 度量 空间 , 用 B(X) 表示 包含 了 9,(X)=7 且 对 可 数 并 、 可 
数 交 以 及 取 余 封闭 的 最 小 集 族 ，B(X) 中 的 成 员 称 为 XY 的 Borel 集 . 显然 ， 
对 任意 的 n, n- 阶 Borel 集 是 Borel 集 , 即 


UFcoUUc co c 有 BC) 
m0 m0 


一 般 来 说 , 例如 , 当 碟 =i 时 , 相反 的 包含 关系 并 不 成 立 . 

利用 超 限 归 纳 法 可 以 给 出 BCZ) . 事实 上 , 设 (X,4) 是 度量 空间 , 我 们 归 
纳 地 定义 {三 (X):&<@)} 和 {9.(X):&<o} 如下: 

(1) 9C)= 五 和 万 人) 如 上 定义 ; 

(2) 设 7<aw 且 { 到 CD:5< 妇 和 {9(COD:5< 沙 已 经 定义 . 

如 果 7=<+7 是 奇 序数 , 即 < 是 极限 序数 且 n 是 奇数 , 令 9,(X) 是 
9.w(X) 中 元 素 的 可 数 交 的 全 体 ， 万 (C 习 是 五 ,。(CZ) 中 元 素 的 可 数 并 的 全 
体 ; 

如 果 7=*#+7 是 偶 序数 , 即 & 是 极限 序数 且 三 0 是 偶数 , 令 9,(X) 是 
{U9.( 了 :< 肖 中 元 素 的 可 数 并 的 全 体 , 万 (XY) 是 人 J 瓦 (X):&< 疙 中 元 素 的 
可 数 交 的 全 体 . 

不 难 证 明 

B=U{A:s<0}=Ug.:s<0}. 


一 般 来 说 , 例如 , 当 碟 =i 时 ，B(X) 并 不 是 人 的 所 有 子 集 族 P(X). 事实 上 ， 
容易 证 明 |BG )|=< 而 | PG )|=2°. 

定义 2.8.1 设 (X,qd) 是 度量 空间 , "三 0. 如 果 对 于 任意 的 度量 空间 
(7Y,p) 和 了 的 子 空间 Z, 若 Z 同 胚 于 成 那么 Ze 万 II)(Zes9(CD), 则 称 空间 
(X,q) 是 绝对 五 度量 空间 (绝对 0, 度量 空间 ) . 

显然 , 绝对 三 度量 空间 和 绝对 9, 度量 空间 一 定 既 是 绝对 三 ,度量 空 间 
也 是 绝对 9,,, 度量 空间 . 不 存在 绝对 9 度量 空间 . 事实 上 , 对 任意 的 度量 空 
间 (X,q), 作为 下 xI 的 一 个 自然 子 空间 , 了 不 是 开 集 , 因此,(X,q) 不 是 绝对 
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马 度 量 空间 . 
给 出 绝对 大 度量 空间 和 绝对 9, 的 充分 必要 条 件 是 一 个 非常 有 意义 的 
课题 . 请 参看 其 他 参考 书 . 


练 习 2.8 


2.8.A. 证 明 I 是 绝对 三 度量 空间 而 i 不 是 . 
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本 章 将 讨论 度量 空间 的 三 种 连通 性 , 所 有 内 容 都 是 基本 的 . 本 章 中 的 所 
有 概念 都 是 拓扑 性 质 . 


3.1 连通 空间 


本 节 将 定义 连通 空间 并 讨论 这 类 空间 的 基本 性 质 . 

通俗 地 来 讲 , 所 谓 连 通 空间 就 是 它 不 能 是 由 两 个 (或 更 多 个 ) 互 不 相 
接 的 块 组 成 的 空间 . 严格 的 定义 如 下 . 

定义 3.1.1 设 (X,q) 是 度量 空间 , 若 存 在 两 个 非 空 闭 集 E.F 使 得 

ENF=@ 有 EUF=X, 

则 称 (X,q) 为 不 连通 的 度量 空间 . 否则 , 称 (X,4) 为 连通 度量 空间 . 若 (X,q) 
的 一 个 子 集 Y 作 为 子 空间 是 连通 度量 空间 , 则 称 了 为 (X,q) 的 连通 集 . 

显然 , 连通 性 是 拓扑 性 质 . 为 了 刻画 连通 性 , 我 们 引入 下 面 的 定义 . 
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定义 3.1.2 设 4.8 是 度量 空间 于 的 两 个 子 集 , 若 
cl ANMNB=@= ANclB, 

则 称 4.8 为 基 的 隔离 子 集 . 

定理 3.1.1 设 了 是 度量 空间 于 的 子 空间 ，4,B 是 了 的 子 集 , 则 4.8 为 Y 
的 隔离 子 集 当 且 仅 当 4.8 为 工 的 隔离 子 集 . 

请 读者 自 证 . 

下 面 的 定理 给 出 了 不 连通 空间 的 等 价 刻画 , 由 此 可 以 自然 地 得 到 连通 
空间 的 等 价 刻画 . 

定理 3.1.2 设 (X,q) 是 度量 空间 . 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) 下 不 是 连通 的 ; 

(2) 存在 两 个 非 空 开 集 U,V 使 得 UV=@ 且 =UUV; 

(3) 了 革 存 在 非 空 的 既 开 又 闭 的 真子 集 ; 

(4) 于 存在 非 空 隔离 子 集 4,B 使 得 人 = 4UB. 

证 明 (1) > (2) . 设 E,F 是 的 非 空 闭 集 , 且 


ENF =@,EUF=X, 

则 U=X\E, VV=\F 是 天 的 非 空 开 集 , 且 
UUV =X,UNV =%. 
(2) 寺 (3) . 设 U,V 是 全 的 非 空 开 集 , 且 
UNV =@, X=UUY, 


则 U= 革 \V, 从 而 U 是 全 的 非 空 的 既 开 又 闭 的 真子 集 . 
(3) => (4) . 设 C 是 天 的 非 空 的 既 开 又 闭 的 真子 集 , 则 C 与 XY\C 是 
工 的 非 空 隔离 子 集 , 且 工 =CU(CE\C). 
(4) 之 (1) . 设 4.8 是 并 的 非 空 隔离 子 集 . 且 民 =4UB., 则 
X=clAUB. 
由 于 cl4nB= 纪 ， 从 而 
clA=X\B. 


又 由 于 4 Bccld 站 B= 名 且 计 =4UB, 从 而 
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及 


A=X\B. 


故 cl4=4, 即 4 为 闭 集 . 同 理 B 也 是 闭 集 . 从 而 全 是 其 两 个 非 空 的 不 相交 
的 闭 集 之 并 , 从 而 全 不 连通 . 证 毕 . 

注 3.1.1 上 述 定理 的 四 个 等 价 条 件 中 , 条 件 (4) 有 点 不 大 自然 , 那么 
我 们 为 什么 要 列 上 它 呢 ? 事实 上 , 条 件 (4) 对 于 刻画 连通 子 集 来 说 使 用 起 
来 比较 方便 . 设 Y 是 了 的 子 空间 ，4,B cY, 由 定理 3.1.1 知 4.8 在 六 中 是 
隔离 的 与 其 在 了 中 是 隔离 的 是 等 价 的 . 也 就 是 说 , 隔离 性 与 子 集 所 在 的 子 空 
间 无 关 . 这 一 点 将 对 我 们 后 面 的 讨论 带 来 很 大 的 方便 . 相 比 较 而 言 ，4,B 是 
并 的 开 集 或 闭 集 与 它们 是 了 的 开 集 或 闭 集 是 不 同 的 . 

现在 先 给 出 几 个 简单 的 连通 与 不 连通 空间 的 例子 , 然后 研究 连通 空间 
的 性 质 及 其 运算 保持 情况 , 最 后 利用 这 些 结果 再 列 出 一 些 正 反例 以 说 明 它 
们 的 应 用 . 

例 3.1.1 任何 度量 空间 中 非 单 点 的 离散 子 集 都 不 是 连通 的 , 非 单 点 的 
离散 度量 空间 是 不 连通 的 , 从 而 它 的 任何 非 单 点 的 子 集 都 不 连通 . 

例 3.1.2 及 中 有 理 数 集 Q 和 无 理 数 集 P 均 不 连通 . 事实 上 , 选择 peP， 
则 (-,-pnQ@ 是 @ 的 既 开 又 闭 的 非 空 真子 集 . 同 理 , P 也 不 连通 . 

但 我 们 有 下 面 重要 的 结论 . 

定理 3.1.3 实数 空间 及 是 连通 空间 . 

证 明 反 设 尺 不 是 连通 的 , 则 存在 非 空 闭 集 E,F c 民 使 得 

ENF=@Z 有 R=EUF. 


选择 ae E, be 下 且 不 妨 设 a<b, 考虑 集合 E'=EN[a,b] 及 F'=F 站 [a,b]. 则 
E',F' 是 及 中 的 闭 集 且 
E'NF'=@, E'UF'=[a.b]. 


令 p'=supE', 则 由 E' 是 及 中 的 闭 集 知 b'eE', 从 而 bp'gF'. 由 于 b 也 是 E' 的 
一 个 上 界 , 故 b'<b. 显然 , 对 任意 的 xe(b'.p), xg E', 因此 (b'.bp)cF'. 因为 
F' 是 闭 集 , 故 b'e F'. 了 矛盾. 证 毕 . 

注 3.1.2 在 上 述 的 证 明 中 , 我 们 使 用 上 确 界 原 理 证 明了 及 是 连通 的 . 
事实 上 , 我 们 也 可 以 假定 及 是 连通 的 而 证 得 上 确 界 原理 . 从 这 个 意义 上 来 
讲 , 它们 是 等 价 的 , 从 而 也 等 价 于 实数 了 及 的 其 他 性 质 . 如 有 限 覆 盖 定 理 、 单 


。096 。 
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调 有 界 序列 必 收 敛 等 . 

下 面 给 出 连通 集 的 一 个 有 用 性 质 . 

定理 3.1.4 设 (X,qd) 是 度量 空间 , Cc 下 . 则 C 是 全 的 连通 子 集 的 充分 
必要 条 件 是 对 任意 的 隔离 子 集 4.8, 车 Cc A4UB, 则 Cc 4 或 者 CcB. 

证 明 必要 性 . 令 C,=CN4, Cs =CNB, 则 由 4,8 是 隔离 的 知 C,,Cs 是 
隔离 的 . 又 因为 Cc 4UB, 故 C=C,UCs. 由 于 C 是 连通 的 , 根据 定理 3.1.2 
知 ，C, = 儿 或 者 Cs = 儿 , 从 而 CcB 或 者 Cc4 

充分 性 . 若 C 不 是 连通 的 , 则 由 定理 3.1.2 知 存在 C 的 非 空 隔离 子 集 
4,B 使 得 C=4UB, 从 而 4,8B 也 是 的 隔离 子 集 且 Cc 4UB. 但 由 于 .4.3 
是 非 空 的 且 不 相交 的 知 Ce 4 且 CcB. 证 毕 . 

关于 连通 集 的 运算 , 有 下 面 的 正 、 反 结果 . 

例 3.1.3 令 基 =,4={0}, B= 仙 , 则 4,B 是 人 的 连通 子 集 , 但 4UB 不 是 . 

例 3.1.4 令 工 = 下 2 4={(x,y) eR’:x=y}, B={(x,y):y=x}, 则 4,B 
同 胚 于 及 , 从 而 4.8 均 连通 . 但 4 门 B={(0,0).(1.1)} 不 是 连通 的 . 

定理 3.1.5 设 (X,d) 是 度量 空间 , {4, :se 5S} 是 的 一 族 连通 子 集 , 若 
存在 s, eS 使 得 对 任意 的 seS, 4, 门 4,# 儿 , 则 | 4, 是 革 的 连通 子 集 . 特别 

seS 
地 , 车门 4. 儿 , 则 | 4, 是 连通 的 . 
SES 


seS 


证 明 设 B,C 是 非 空 的 隔离 子 集 上 且 | 4 cBUC, 从 而 对 任意 的 se 5S, 4 


seS 


CBUC, 由 定理 3.1.4 知 ， 
和 4 cB 或 者 4 cC. 


不 妨 设 4, cB, 则 对 任意 的 seS, 由 4, 败 4.#@ 及 BNC=@ 有 4cC. 故 
和 4 cB. 从 而 【4 cB. 应 用 定理 3.1.4 知 , 【4 是 连通 的 . 证 毕 . 


定理 3.1.6 设 工 是 度量 空间 , 4 是 廊 的 连通 集 ，B 是 的 子 集 且 
4cBccl4, 则 B 也 是 的 连通 集 . 特别 地 , 连通 集 的 闭 包 是 连通 的 . 

证 明 设 C,D 是 全 的 隔离 集 且 BcCUD, 则 由 假设 知 4cCUD. 由 定理 
3.1.4 知 4cC 或 4cD. 不 妨 设 4cC, 则 BcclA4cclC. 由 于 clCcnD= 纪 ， 
从 而 BN 站 D=. 因此 由 BcCUD 得 BcC. 由 定理 3.1.4 知 B 是 连通 的 . 证 毕 . 

推论 3.1.1 及 的 子 集 4 是 连通 的 当 且 仅 当 4 是 及 中 的 区 间 (含有 界 
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区 间 、 无 界 区 间 、 开 区 间 、 闭 区 间 、 半 开 半 闭 区 间 及 单 点 集 ). 

证 明 首先 , 由 于 每 一 个 开 区 间 都 同 胚 于 了 及, 从 而 都 是 连通 的 . 其 次 , 单 
点 集 显然 也 是 连通 的 . 最 后 . 其 余 的 区 间 都 介 于 一 个 开 区 间 及 其 闭 包 之 间 ， 
故 由 定理 3.1.6 知 它们 都 是 连通 的 . 

现在 设 4c 了 及 不 是 区 间 , 则 存在 a,be 4 及 ceRR\4 使 得 a<c<b. 则 
4 门 (-%m,c)= 4 门 (-wm,c] 是 4 的 既 开 又 闭 的 非 空 真 子 集 , 故 4 不 连通 . 证 毕 . 

注 3.1.3 上 述 推论 使 我 们 完全 和 弄 清 了 RR 的 全 部 连通 子 集 . 但 对 于 
及 "( 二 2) 而 言 , 其 连通 子 集 可 能 非常 复杂 , 我 们 不 可 能 用 简单 的 方法 完全 


下 面 举例 说 明 RR? 中 的 连通 集 的 内 部 和 边界 未 必 是 连通 的 . 

例 3.1.5 在 空间 有 R* 中, 注意 ，B((x6,y0),7) 表示 以 (x0,y0) 为 中 心 , 以 7 为 
半径 的 开 球 . 考虑 了 及 "的 子 集 : 

A=B((-2,0),DU([-2,2]x{0})U B((2,0),D), 

B=Rx[-1,1]. 
则 由 于 B((-2,0), 了 1) 与 B((2,0),]) 均 同 胚 于 及 *, 从 而 是 连通 的 ( 见 定理 3.1.8) . 
[-2,2]x{0} 是 (-2,2)x{0} 的 闭 包 . 而 (-2,2) 同 胚 于 了 及, 故 由 定理 3.1.3 及 定理 
3.1.5 知 [-2,2]x{0} 连通. 从 而 4 是 三 个 连通 集 之 并 , 且 其 中 一 个 同 其 余 两 个 
的 交 非 空 , 所 以 , 由 定理 3.1.5 知 4 是 连通 的 . 但 int 4 = B((-2.0).DU B((2,0).D 
显然 不 连通 .由 定理 3.1.8 和 推论 3.1.1 知 B 连通 , 但 bd B= 及 x{-1. 习 显然 不 
是 连通 的 . 

下 面 讨论 连通 空间 的 运算 性 质 . 

定理 3.1.7 设 工 是 连通 度量 空间 , 了 是 度量 空间 ,/ :> 了 是 连续 的 
满 射 , 则 了 也 是 连通 的 . 

证 明 车 了 不 连通 , 则 由 定理 3.1.2 知 存在 既 开 又 闭 的 非 空 真 子 集 
Ccz. 由 于 了 是 连续 满 射 , 则 广 (C) 是 式 的 既 开 又 闭 的 非 空 真子 集 , 从 而 工 
不 连通 . 证 毕 . 

推论 3.1.2 设 碟 是 连通 空间 ， 太 : 碟 全 及 连续 , 则 /GZ) 是 及 中 的 区 间 ， 
也 即 对 任意 的 xys 工 , 如 果 f(x)< f(y), 则 对 任意 的 re(f(x),f(y)), 存在 
=e 蕊 使 得 f(z)=7. 


“第 3 章 度量 空间 的 连通 性 上 


推论 3.1.3 设 式 是 连通 的 度量 空间 , 则 工 或 者 是 单 点 集 或 者 满足 
|X|ze. 

证 明 设 工 是 非 单 点 的 连通 度量 空间 ,选择 *x.ye 工 使 得 x*y. 由 
Urysohn 引 理 (定理 2.7.1) 知 , 存在 连续 函数 f :>I 使 得 f(x)=0 且 
f(y)=1. 由 定理 3.1.7 知 ，f(X) 是 包含 0.1 的 工 的 连通 子 集 ， 从 而 也 是 及 的 
连通 子 集 . 故 /(X) 是 包含 0.1 的 区 间 , 所 以 ,ACE) = 工 . 因此 , |X| 宇 四 =c. 证 毕 . 

定理 3.1.8 设 (并 ,mn=12…) 是 一 列 (有 限 或 无 限 ) 空间 , 全 是 其 乘积 
空间 , 则 于 连 通 当 且 仅 当 对 任意 的 n， XX, 是 连通 的 . 

证 明 必要 性 . 设 p, :了 下, 是 投影 映射 , 则 p, 是 连续 的 满 射 . 因此 ， 
车 是 连通 的 , 则 由 定理 3.1.7 知人 ,是 连通 的 . 

充分 性 . 首先 证 明 两 个 连通 空间 的 乘积 是 连通 的 . 设 已, 浆 是 连通 的 ， 
革 = 卫 x 了 XY. 对 任意 的 (w%,xy)e 于 xX,, 令 

A = x DU}xT). 
则 由 于 天 x{x} 同 胚 于 天 , {ma}x 了 XY 同 胚 于 访 ,, 故 它们 都 是 马 x 允 的 连通 子 
集 . 又 由 于 (五 xfeoDnGjxz)={oaz)} ,所 以 它们 的 并 4 ,,) 是 连通 的 . 
现在 对 任意 的 (y,y,)e 天 x 让 Aw， 站 Ay ={fOna) Cao 有 # 纪 ,所 以 族 
{hwy (4,2)e 训 x 全} 是 于 xX, 中 两 两 相交 的 连通 子 集 族 , 因此 由 定理 
3:1.5 知 
x = {A :Cap)e 石 x 厂 } 

是 连通 的 . 

其 次 , 利用 数学 归纳 法 可 以 很 容易 地 得 到 有 限 个 连通 空间 的 乘积 是 连 
通 的 . 

最 后 , 证 明 无 限 可 数 多 个 连通 空间 的 乘积 是 连通 的 . 

设 对 每 一 个 neN, x, 是 连通 度量 空间 , X- 了 [XX, 是 它们 的 乘积 . 选 定 
=(X,9,…,X09,…)e 卫 , 则 对 任意 的 n， 


YY =X.xX, Xx, x {0 x {2} x 
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是 工 的 子 空间 且 同 胚 于 避 x 蕊 x…x 并 所 以 工 是 连通 的 . 显然 , 辣 = ， 
n=1 
故 由 定理 3.1.5 知 
r= 
n=1 


是 并 的 连通 集 (注意 : 一 般 来 说 7 车) , 从 而 由 定理 3.1.6 知 , cl 是 并 的 
连通 子 集 . 因此 , 我 们 只 要 证 明 cl 了 = 蕊 就 完成 了 该 定理 的 证 明 . 
设 x=(w,%,…,%,…)e 卫 , U x 是 对 中 的 开 集 , 则 由 定理 2.6.10 知 , 存 
在 NeN 及 子 , 访 ,…,Xy 中 的 开 集 U,U,,…,U 使 得 
人 EX 
则 
Xs ys Xa) ED NU xU, xxUy x Kya Xx) CYNU. 


因此 YNUz 儿 . 我们 证 明了 xsecl7. 由 xe 蕊 的 任意 性 知 cL7= 工 .证 毕 . 

推论 3.1.4 及" 也 .B",S' 三 D) 均 为 连通 空间 ，RY, ,本 也 为 连通 空 
间 . 

证 明 由 推论 3.1.1 知 , 当 n=1 时 , R”,I",J",B" 都 是 连通 的 . 

由 定理 3.1.8 知 , 对 任意 的 ne NU{w@}, 有 R", 了 ,天 是 连通 的 : 对 任意 的 
meSN ,由 于 B" 同 胚 于 区, 故 B" 也 是 连通 的 . 

最 后 , 我 们 证 明 当 三 1 时 ，S' 连通 (注意 , 当 "=0 时 ，S = {L1 不 是 
连通 的 ) . 令 

SS = 人 ES 


号 三 [ES 六 外: 


定义 /:B” -~ S' 为 : 对 任意 的 (xw,x%,…,x,)eB", 令 


/= (sm tt 


则 f 是 同 胚 映射 (请 读者 自 证 ) . 因此 S: 是 连通 的 . 同 理 S 也 是 连通 的 . 而 
人 NS'=STx{0}@ (因为 7 二 1) ,因此 S'=S’US' 是 连通 的 . 证 毕 . 
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下 面 再 给 出 及 " 中 几 个 连通 集 的 例子 . 
例 3.1.6 当 n 宇 2 时 , 对 任意 可 数 集 4 天 了 及", 了 R"\4 是 连通 的 . 
事实 上 , 固定 pe 及 "\4, 对 任意 的 xeR”"\(4U {0}), 令 ) 为 连接 已 x 的 线 
段 的 中 垂 线 . 对 任意 的 ye7, 用 M(x,y) 表示 连接 点 六 7x 的 折线 ( 见 图 3-1) . 
则 对 任意 的 yy,y, el, 若 y yy, 则 
M(x,y) NN M(x, y,) = {6, x}. 


| 


b | T 


3-1 M(x,y) 


假设 对 任意 的 yel,M(x,y) 门 4#@ ,选择 f(y)eM(x,y) 门 4 ， 则 
f(y)# {b,x}. 故 f:1->4 是 单 射 . 此 矛盾 于 7 的 基数 是 不 可 数 的 , 而 4 是 可 
数 的 . 因此 , 存在 y(x)e1 使 得 M(x,y(x) 门 4=@. 令 1(x)=M(x,y(x)), 则 171(x) 
是 R"\4 的 连通 子 集 . 进一步 , 对 任意 的 x,x'eR”"\(4U{2}), Ion 之 ， 
故 民 "\4=|【 J{1(x):xeRR"\(4U1{b})} 是 连通 的 . 

特别 地 , 取 4 为 及 "中 所 有 坐标 为 有 理 数 的 点 之 集 , 则 R"\ 4 连通 . 

推论 3.1.5 当 n 宇 2 时 , 及 与 及 "不 同 胚 . 

证 明 反 设 玉 与 及 " 同 胚 , 并 设 太 : 及 一 及 "是 一 一 对 应 且 三 :及 一 及 "和 
三: 及 "一 及 都 连续 , 则 太 及 \19 :及 \{9 一 及 "\{F(O} 也 是 同 胚 的 . 但 由 于 
及 \{Q} 不 是 区 间 知 恨 \{0} 不 是 连通 的 , 而 由 上 例 RR”"\{f(0)} 是 连通 的 , 此 为 
了 矛盾. 证 毕 . 

注 3.1.4 事实 上 , 对 任意 的 nm, 及 ”与 恨 ” 均 不 同 胚 . 但 它 的 证 明 要 困 
难得 多 . 

最 后 , 我 们 给 出 下 面 的 攀 钱 定理 . 

定理 3.1.9 ( 樊 欠 定理 ) ”度量 空间 (X,q) 是 连通 的 充分 必要 条 件 是 对 
斑 的 任意 开 集 族 2, 如 果 | jz = 工 , 则 对 任意 的 x,ye 下, 存在 VU 的 有 限 子 
族 {U1,U,,…,U,} 使 得 xeU,yeU, 且 对 任意 的 i<n 有 UNU,,#. 

证 明 条 件 的 充分 性 是 显然 的 , 下 面 证 明 条 件 是 必要 的 . 设 工 是 连通 的 ， 
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2 是 车 的 开 集 族 且 【 2 = 工 . 对 任意 的 xe 工 , 令 
U(x)= fye 工 :存在 Uw 的 有 限 子 族 {O,D,…:D) 使 得 xs,ysz, 且 
对 任意 的 i<n 有 UNU,,@} 
则 容易 验证 U(x) 是 包含 x 的 开 集 . 又 显然 U(W)NU(y)x@ 能 推出 
U(x)=U(y). 所 以 {U(x):xe 了} 构成 天 的 由 开 集 构成 的 分 划 . 由 让 是 连通 
的 知 , 对 任意 的 xe 碟 有 ICxo= 式 , 也 即 条 件 是 必要 的 . 证 毕 . 


练习 3.1 


3.1.A. 如 果 (XY.d) 是 连通 的 度量 空间 , 那么 , 对 任意 的 s>0 以 及 任 
意 的 xye 工 ,存在 z=xxm mw=ye 天 ,使 得 对 任意 的 ;=12.…,”， 有 
dGCixz)<E. 反 之, 成立 吗 ? 

3.1.B. 设 (X,q) 是 连通 的 度量 空间 4 是 连通 子 集 . 如 果 工 \4=UUF， 
这 里 U,V 是 全 的 不 相交 的 开 集 . 证 明 此 时 4UU 和 4UV 是 连通 的 . 

3.1.C. 设 太 : 工 一 了 连续 . 如 果 对 任意 的 yeY, f(y) 是 空 集 或 者 是 连通 
的 , 则 称 是 单调 的 连续 映射 . 证 明 : 如 果 开 = 了 = 玉 , 那么 , 此 处 的 单调 性 
和 分 析 学 中 定义 的 单调 性 一 致 . 

3.1.D. 设 太 : 工 一 了 是 单调 开 连 续 映射 ,C 是 了 中 闭 连通 子 集 , 证 明 
让 (OC) 是 连通 的 . 

3.1.E. 设 4,8 是 度量 空间 (XY,4) 的 隔离 子 集 , 证 明 存 在 不 相交 的 开 集 
U,V 使 得 4cU,BcV. 


3.2 连通 分 支 与 局 部 连通 空间 


本 节 将 讨论 连通 分 支 的 性 质 并 定义 局 部 连通 性 . 

设 革 是 度量 空间 , xs 工 . 我 们 希望 找 一 个 包含 x 的 工 的 最 大 连通 子 集 ， 
称 之 为 x 的 连通 分 支 . 设 工 是 度量 空间 ，x.ye 碟 . 车 存在 习 中 的 连通 集 C 
使 得 xysC, 则 称 点 xy 在 工 中 连通 . 
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定理 3.2.1 设 革 是 度量 空间 , xe 球 . 令 
C={ye 子 :x,y 在 和 中 连通 }， 

则 C 是 下 中 包含 x 的 最 大 连通 子 集 且 C 为 天 中 的 闭 集 . 

证 明 设 yeC, 则 存在 连通 子 集 C, x,y. 读者 不 难 证 明 

C=(J{C, :yec}. 

因为 门 {C, :yeC} 3, 故 由 定理 3.1.5 知 C 是 包含 x 的 连通 子 集 . 现在 我 们 
证 明 C 是 包含 x 的 最 大 连通 子 集 . 

事实 上 , 设 D 是 全 的 连通 子 集 , 则 由 定义 知 ,对 任意 的 yeD,x,y 
在 并 中 连通 , 因此 yeC. 故 DcC. 又 由 于 连通 集 的 闭 包 也 是 连通 的 , 故 
clC 也 是 包含 x 的 连通 子 集 . 因此 , 由 C 的 最 大 性 知 , clC=C, 即 C 为 闭 的 . 
证 毕 . 

定义 3.2.1 设 并 是 度量 空间 ，xe 式 . 称 下 中 包含 x 的 最 大 连通 子 集 为 
x 所 在 的 连通 分 支 , 用 C(x) 或 者 C(x) 记 x 所 在 的 连通 分 支 . 

定理 3.2.2 设 并 是 度量 空间 , 则 并 的 任何 两 个 连通 分 支 或 者 是 重合 的 
或 者 是 不 相交 的 . 

利用 定理 3.1.5 及 连通 分 支 的 最 大 性 立即 可 得 . 证 明 略 . 

推论 3.2.1 设 革 是 度量 空间 , 则 蕊 的 所 有 连通 分 支 所 构成 的 族 是 式 的 
一 个 由 闭 集 构成 的 分 划 . 

我 们 当然 希望 这 个 族 中 的 成 员 也 是 开 集 , 这 样 的 话 , 我 们 就 可 以 通过 仅 
考虑 其 连通 子 集 弄 清 任 意 度 量 空 间 的 拓扑 性 质 , 但 不 幸 的 是 , 此 结论 不 真 . 


例如 . 工人 作为 及 的 子 空间 , (XY.4) 是 度量 空间 显然 


在 (X,d) 中 包含 任意 一 个 点 的 连通 集 仅 有 由 这 个 点 组 成 的 单 点 集 , 所 以 
(XY,q) 连通 分 支 的 全 体 为 

{{x}:xeX}. 
特别 地 ，{0} 是 (X,q) 的 一 个 连通 分 支 , 但 不 是 (X,4) 的 开 集 (其余 的 连通 分 
支 均 为 既 开 又 闭 集 ) . 进一步 , 令 p 是 集合 于 上 的 离散 度量 , 那么 , (X,p) 
与 (X,qd) 有 完全 相同 的 连通 分 支 而 且 这 些 连通 分 支 是 同 胚 的 (都 是 单 点 
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集 ) , 但 是 , 度量 空间 (X,p) 与 (X,q) 是 不 同 胚 的 . 

下 面 探讨 在 什么 条 件 下 连通 分 支 都 是 既 开 又 闭 的 . 

定义 3.2.2 设 了 是 度量 空间 , xe 了, 若 对 任意 的 UeN(x), 存在 连通 
集 Ve.N(x), 使 得 VcU, 则 称 工 在 x 点 是 局 部 连通 的 . 若 工 在 每 一 个 点 都 
是 局 部 连通 的 . 则 称 工 为 局 部 连通 的 度量 空间 . 

非 单 点 的 离散 度量 空间 是 局 部 连通 的 但 非 连通 的 . 因此 , 由 局 部 连通 性 
不 能 推出 连通 性 , 我 们 应 该 认为 这 是 正常 的 结论 . 但 令 人 多 少 有 点 惊讶 的 是 ， 
连通 的 度量 空间 , 甚至 及 中 的 连通 子 集 , 都 可 以 不 是 局 部 连通 的 . 下 面 著名 
的 例子 称 为 拓扑 学 家 的 正弦 曲线 . 


例 3.2.1 ex-(OxLIDU|[satjo<xs 直 如 图 3-2 所 示 . 作 
x 开 
为 及 ?的 子 空 间 , 是 我 们 需要 的 例子 . 


图 3-2 拓扑 学 家 的 正弦 曲线 


首先 证 明 是 连通 的 ， $7:(ol| > 为 
/109- [xsinl), 
x 
则 由 定理 2.6.9 知 /是 连续 的 ， 故 避 =/[ [0 上 | 是 的 连通 于 集 显然 
开 =cl 古 , 故 工 也 是 连通 的 . 
其 次 证 明 在 工 \ 习 中 的 每 一 个 点 都 不 是 局 部 连通 的 ， 因此 不 是 局 部 
连通 的 . 例如 , 选择 (0.0)eX\ ,se< 工 , 则 BC0.0),s) 是 由 一 些 互 不 相交 的 
nT 


曲线 段 组 成 的 , 大 致 如 图 3-3 所 示 . 它 不 包含 (0.0) 的 任何 连通 邻 域 . 故 半 在 
(0,0) 点 不 是 局 部 连通 的 . 
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图 3-3 连通 不 局 部 连通 的 例子 1 
下 面 再 给 出 人 R? 中 一 个 这 样 的 子 集 : 令 


Ee x x 4 
X=({0,l} ou 二 } 
如 图 3-4 所 示 . 


0 1 
图 3-4 连通 不 局 部 连通 的 例子 2 


很 容易 验证 了 是 连通 的 , 但 它 在 (0,1)x{0} 中 的 点 处 不 是 局 部 连通 的 . 

下 面 的 定理 说 明 局 部 连通 空间 的 连通 分 支 都 是 既 开 又 闭 的 . 

定理 3.2.3 设 革 是 度量 空间 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) 于 是 局 部 连通 的 ; 

(2) 下 的 任意 开 子 空间 的 任意 连通 分 支 都 是 开 的 ; 

(3) 于 有 一 个 由 连通 开 集 构成 的 基 . 

证 明 (1) > (2) . 设 Uc 开 是 于 的 开 子 空间 , C 是 U 的 一 个 连通 
分 支 . 对 任意 的 xeCcU. 由 于 U 是 x 点 的 一 个 邻 域 且 革 是 局 部 连通 的 , 故 
存在 连通 开 集 WV 使 得 xeVcU. 由 于 C 是 U 中 包含 x 点 的 最 大 连通 集 , 故 
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VCC. 由 此 说 阴 C 是 U 中 的 开 集 , 同时 也 是 全 中 的 开 集 . 

(2) > (3) . 令 B 是 荆 中 所 有 连通 的 开 集 , 我 们 证 明 由 (2) 可 以 推 
出 8 是 邢 的 一 个 基 , 从 而 (3) 成 立 . 设 xe,U x 是 开 集 , 则 由 (2) 知 ， 
x 在 U 中 的 连通 分 支 C 是 开 集 ( 既 在 U 中 , 又 在 天 中 ) , 故 xeCcU 且 C 
是 连通 开 集 . 所 以 Ce B, 由 此 说 明 8B 是 全 的 基 . 

(3) 之 (1) 是 显然 的 . 证 毕 . 

下 面 考察 局 部 连通 空间 的 运算 性 质 . 

定理 3.2.4 设 开 是 局 部 连通 的 度量 空间 , 了 是 度量 空间 ，j 太 : 工 一 了 是 
连续 的 开 满 映 射 , 则 了 也 是 局 部 连通 的 . 

请 读者 自 证 . 

定理 3.2.5 设 (X, :n=1,2,…) 是 一 列 (有 限 或 无 限 ) 度量 空间 , 是 其 
乘积 , 则 工 是 局 部 连通 的 充分 必要 条 件 是 每 一 个 蕊 ,都 是 局 部 连通 的 , 且 除 
有 限 个 外 ，X, 也 是 连通 的 . 

证 明 必要 性 . 设 开 是 局 部 连通 的 , 由 定理 2.6.11 和 定理 3.2.4 知 每 一 
个 ,都 是 局 部 连通 的 . 我 们 进一步 证 明 , 除 有 限 个 外 , ,也 是 连通 的 . 选择 
X=(t,,…)e 革 , 设 C 是 x 点 所 在 的 连通 分 支 . 由 假设 和 定理 3.2.3 知 ， 
C3 是 开 集 . 由 定理 2.6.10 知 , 存在 NeN 和 夸 ,X,,…,Xw 中 的 开 集 
U1,U,,…,Uw 使 得 


Ew XxU EEC. 
用 p, :民工 表示 向 第 ”个 空间 的 投影 映射 则 对 任意 的 n>N， 
X, =p,(Ui XU XxUy x Xva xX) pO). 


故 蕊 = 忆 (C). 由 于 C 是 连通 的 , 所 以 ,也 是 连通 的 . 由 此 说 明 , 除 前 六 个 
外 ,XT, 均 是 连通 空间 . 

充分 性 . 设 存在 入 使 得 对 任意 的 n > N, ,是 连通 的 , 且 设 每 一 个 天 ,都 
是 局 部 连通 的 . 由 定理 3.2.3 知 , 对 任意 的 n, 存在 XX, 的 基 5,, 它 的 每 一 个 
成 员 都 是 连通 的 . 令 


B= x x eB Ue UU em 二 
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利用 与 定理 2.6.10 相同 的 证 阴 方 法 可 以 证 明 B 是 于 的 一 个 基 . 由 定理 
3.1.8 知 ，B 中 每 一 个 成 员 都 是 连通 的 . 从 而 , 应 用 定理 3.2.3, 并 是 局 部 连 
通 的 . 证 毕 . 

定理 3.2.6 局 部 连通 空间 的 每 一 个 开 子 空间 都 是 局 部 连通 的 . 

请 读者 自 证 . 

例子 3.2.1 说 明 局 部 连通 空间 的 闭 子 空间 可 以 不 是 局 部 连通 的 . 最 后 ， 
我 们 给 出 局 部 连通 的 一 个 充分 必要 条 件 . 

定理 3.2.7 设 (X,q) 是 度量 空间 , 则 于 是 局 部 连通 的 充分 必要 条 件 是 : 
对 任意 的 xe 革 及 Ue.N(x), 存在 连通 的 子 集 4 使 得 xeint4c4cU. 

证 明 条 件 的 必要 性 是 显然 的 . 我 们 证 明 条 件 也 是 充分 的 . 对 任意 的 
xe 基 及 UeGo), 由 假设 存在 连通 的 子 集 4 使 得 


xeintAcAcU. 


现在 , 对 任意 ye4, 由 于 Ue.N(y), 故 由 假设 ， 存在 连通 的 子 集 4, 使 得 
yentA CA EU 
令 =UJ{int4, :ye4},B=(J{4, :ye 则 


AcUcBcU 且 Uv 是 开 集 . 
注意 到 

B=AUB = AUU{4, :ye4. 
应 用 定理 3.1.5 知 B 是 连通 集 . 重复 以 上 过 程 , 我 们 可 以 归纳 地 定义 开 集 列 
(U,), 和 连通 子 集 列 (B,) 使 得 


过 EV ENE Ee 


ntl ‘ntl 


令 [j =B,, 则 Ve.V(x) 且 为 包含 于 U 的 连通 集 . 证 毕 . 


注 3.2.1 注意 上 面 的 定理 并 不 是 说 , 对 固定 的 x,e 陪 ,如 果 对 任意 的 
Ue.VGo), 存在 连通 的 子 集 4 使 得 xm eint4cA4cU, 则 于 在 x 点 局 部 连 
通 . 现在 陈述 的 命题 是 不 正确 的 , 见 练习 3.2.F. 
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练习 3.2 
A 证 明 对 乘积 空间 T[ (这 里 NeNU {co}) 中 的 点 x=(x,),x 的 


连通 分 支 为 cw -Tc 6) 


设 (X,q) 是 度量 空间 , xe 了 ,所 有 包含 x 点 的 既 开 又 闭 的 集合 之 交 称 
为 x 的 伪 连 通 分 支 . 用 O(x) 表示 x 的 伪 连 通 分 支 , 请 完成 下 面 的 3.2.B 至 
3.2.D 的 证 明 . 

3.2.B. 证 明 O(x) 是 全 的 闭 集 . 并 证 明 : 对 任意 的 x,ye 于 , O(x)=O(y) 或 
者 O(NO0)=@. 

3.2.C. 证 明 : 对 任意 的 xs 工 C(x) < Q(x). 举例 说 明 C(x)=O(x) 可 以 不 
成 立 . 

(提示 : 考虑 有? 的 子 空间 : x-Urx Ute 


3.2.D. 如 果冻 是 及 的 子 空间 , 则 对 任意 的 xe X, C(x) = Q(x). 

3.2.E. 证 明 存 在 及 ?的 连通 子 空间 革 使 得 了 可 以 表示 为 两 两 不 相交 的 
可 数 多 个 闭 集 之 并 . 

(提示 : 构造 一 列 两 两 不 相交 的 了 及 ?的 子 集 (1,) 以 及 x, eZ, 满足 下 列 条 件 : 

(i) 对 任意 的 neN, LxL; 


(ii) 对 任意 的 n,meN, 如 果 m>n， 那么 d(x ,7 )< 荆 . 
m 
$x-U] 


3.2.F. 对 于 (a,D),(c,d) es 及 2, 用 (a,b), (c,q) 表示 连接 点 (a,5),(c,q) 的 线段 . 
对 任意 的 neN, 令 
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作为 RR? 的 子 空间 . 我 们 定义 他 ={(0,0)) 号， 如 图 3-5 所 示 . 证 明 : 


(1) 革 是 连通 的 : 

(2) 对 于 点 (0,0) 的 任意 邻 域 U, 存在 连通 的 子 集 4 使 得 (0,0)eint4 cc 
MEU: 

(3) 下 不 存在 连通 的 开 集 依 使 得 (0.0) eV cc B((0,0),D). 


Sa、 


图 3-5 蕊 的 定义 
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3.3 道路 连通 空间 


道路 连通 空间 是 另 一 类 非常 有 用 的 连通 性 质 . 本 节 将 定义 这 个 概念 并 
讨论 其 与 连通 性 的 关系 . 

定义 3.3.1 设 工 是 度量 空间 , 每 一 个 由 I 到 说 的 连续 映射 / :I 一人称 
为 了 中 的 一 条 道路 , 其 中 f(0) 和 f0) 分 别称 为 这 条 道路 的 起 点 和 终点 . 当 
f(0)=f(]) 时 , 称 这 条 道路 为 闭路 或 者 圈 . 若 对 说 中 任意 两 点 x,y 都 存在 道 
路 :I 下 使 得 f(0)=x 且 f()=y, 则 称 全 为 道路 连通 的 度量 空间 . 

利用 定理 3.1.5 和 定理 3.1.7, 容易 验证 , 每 一 个 道路 连通 的 空间 都 是 连 
通 的 . 3.2 节 中 拓扑 学 家 的 正弦 曲线 是 一 个 连通 空间 而 非 道路 连通 的 例子 
(请 自 证 ) . 对 拓扑 学 家 的 正弦 曲线 并 做 一 个 改造 可 以 得 到 例子 说 明道 路 连 
通 的 空间 可 以 不 是 局 部 连通 的 . 事实 上 , 在 了 及 ?中 用 一 条 道路 连接 (0,0) 和 


(£0). 使 得 这 条 道路 的 像 除 起 点 和 终点 外 无 工 中 的 其 他 点 , 这 条 道路 的 像 


与 蕊 的 并 可 得 到 及: 的 子 空 间 , 记 为 了 , 那么 Y 是 道路 连通 的 空间 但 不 是 局 
部 连通 的 (请 自 证 ) . 

下 面 说 明道 路 连通 空间 的 运算 情况 . 

定理 3.3.1 道路 连通 空间 的 连续 像 是 道路 连通 空间 . 

请 读者 自 证 . 

定理 3.3.2 设 2 :mn=12…} 是 一 列 (有 限 或 无 限 ) 度量 空间 , 是 其 
乘积 , 则 碟 是 道路 连通 的 当 且 仅 当 每 一 个 总 ,是 道路 连通 的 . 

证 明 条 件 的 必要 性 由 上 述 定理 立 得 . 设 每 一 个 马 , 是 道路 连通 的 ， 
x=( 人 DYy=(O 攻 Je 开 , 则 对 任意 的 . 存在 道路 f. :I 于 ,使 得 
(0)=%, (=. 现在 定义 :I 一 下 为 : 对 任意 的 tel 

f(D=( 有 (Df(D,*…) 
则 由 定理 2.6.12 知 f :I 一 下 是 连续 的 且 f(0)=x,f()=y. 证 毕 . 

像 定义 连通 分 支 一 样 , 可 以 定义 道路 连通 分 支 . 

定义 3.3.2 设 工 是 度量 空间 , xe 了 , 令 

P(x)={ye 耻 :存在 基 中 以 x 为 起 点 、 以 y 为 终点 的 道路 }. 
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称 忆 (x) 为 于 中 x 所 在 的 道路 连通 分 支 . 除非 有 必要 . 我 们 总 是 简 记 P(x) 为 
本 区: 
定理 3.3.3 设 开 是 度量 空间 ，x*x ye 碟 , 则 
P(x)=P(y) 或 者 P(NP(y)=@. 
证 明 设 P(W)NP(y)z@， 选择 ze P(X) 败 P(y) ， 则 存在 连续 映射 
Jf.g :I 车 使 得 
f(0)=x, f()=:, 8(0)=y, g()==. 
现在 定义 : h:I > 于 为 


1 
g(2—27), ps 
则 由 于 /(D == = g(D, 故 按 上 式 和 下 式 定义 的 |) 是 相同 的 所 以 由 黏 结 
引 理 (推论 2.7.8) 知 h 是 连续 的 . 又 显然 
h(0)= f(0)=x.h(]) = g(0)= y, 
故 存在 一 条 以 x 为 起 点 、 以 y 为 终点 的 道路 , 所 以 ye P(x). 利 用 同样 的 方法 
可 以 证 明 P(y) 中 任何 一 点 都 在 P(x) 中 , 所 以 
P(y) c P(x). 
对 称 地 ， P(x) c P(y). 
所 以 P(x)=P(y). 证 毕 
每 一 个 度量 空间 都 被 它 的 道路 连通 分 支 分 划 为 若干 互 不 相交 的 道路 连 
通 子 空间 . 拓扑 学 家 的 正弦 曲线 说 明道 路 连通 分 支 和 连通 分 支 可 以 是 不 同 
的 , 但 我 们 有 下 面 的 特例 成 立 . 
定理 3.3.4 设 志 是 了 及 "的 开 子 空间 , 则 其 道路 连通 分 支 和 连通 分 支 重合 . 
证 明 设 xeU, 则 显然 P(x)c C(x). 由 于 了 及 "是 局 部 连通 的 , 从 而 U 也 
是 . 因此 C(x) 是 及 "中 的 开 集 . 下 面 证 明 对 任意 的 yeC(x), P(y) 是 C(x) 中 的 
开 集 . 事实 上 , 车 ye C(x), 则 CC(x) = CO) = P(y). 又 对 任意 的 ze P(y), 选择 
充分 小 的 es>0 使 得 B(z,s)c C(x). 由 于 B(z,s) 同 胚 于 有 R", 所 以 BC,s) 中 的 


人 


J 
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B(z,s) cP(y). 

此 说 明 P(y) 是 C(x) 中 的 开 集 . 由 于 {P(y)} 把 C(x) 划分 成 互 不 相交 的 若干 道 
路 连通 的 子 空间 且 每 一 个 子 空间 均 为 开 的 , 从 而 每 一 个 子 空间 也 是 C(x) 中 
的 闭 子 集 . 因此 ,由 C(x) 是 连通 的 知 ，C(x) = P(x) (也 就 是 事实 上 只 有 一 
块 ) . 证 毕 . 

推论 3.3.1 R"” 中 的 开 集 U 是 连通 的 当 且 仅 当 其 是 道路 连通 的 . 

和 局 部 连通 性 类 似 , 我 们 可 以 定义 局 部 道路 连通 性 . 

定义 3.3.3 设 (X,qd) 是 度量 空间 , x,e 了, 如 果 对 任意 的 UeN(x,), 都 
存在 道路 连通 的 e.\(x,) 使 得 VcU, 则 称 工 在 x 点 局 部 道路 连通 . 如 果 
(XY,q) 在 每 一 点 都 是 局 部 道路 连通 的 , 则 称 工 是 局 部 道路 连通 的 度量 空间 . 

关于 局 部 道路 连通 性 的 性 质 留 给 读者 , 我 们 仅 证 明 下 面 两 个 定理 : 

定理 3.3.5 局 部 道路 连通 的 连通 空间 是 道路 连通 的 . 

证 明 设 (X,q) 是 局 部 道路 连通 的 连通 空间 且 xe 匀 .为 完成 定理 的 证 
明 , 我 们 仅 需 证 明 = P(x) . 因为 是 连通 的 , 为 此 , 我 们 仅 需 要 验证 P(x) 
是 革 的 既 开 又 闭 集合 . 由 于 工 是 局 部 道路 连通 的 , 每 一 个 点 一 定 存在 道路 
连通 的 邻 域 , 因此 P(x) 是 开 的 . 又 , 对 任意 的 yscl P(x), P(y)e.N(y), 因此 ， 
Po 站 PO)=# 纪 . 故 利 用 定理 3.3.3 知 ,，P(x)=P(y), 即 ye P(x). 所 以 P(x) 
是 闭 的 . 证 毕 . 

定理 3.3.6 设 (X,q) 是 度量 空间 , 如 果 对 任意 的 xe 庆 及 UeN(x), 存 
在 道路 连通 的 子 集 4 使 得 xeint4c 4cU, 则 了 是 局 部 道路 连通 的 . 

仿照 定理 3.2.7 可 以 证 明 , 留 给 读者 . 证 明 略 . 


练习 3.3 
3.3.A. 设 了 是 于 的 子 空间 , xeY. 证 明 Cj(x)c C(x), B(x)c P(x). 


3.3.B. 证 明 对 乘积 空间 TTX， (这 里 ，N e NU fc)) 中 的 点 x= Ce)，x 


的 道路 连通 分 支 为 Po) -人 [ 忆 ,这 里 己 是 x 在 苑 中 的 道路 连通 分 支 
3 3.C. 如 果 艾 是 及 的 子 空间 , 则 对 任意 的 xeX, CGO 一 PC) 
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本 章 将 给 出 无 限 维 拓扑 学 的 一 些 基本 知识 , 特别 是 引入 Z- 集 的 概念 并 
证 明 Hilbert 方 体 中 Z- 集 的 同 胚 扩张 性 质 . 并 利用 这 些 性 质证 明 本 章 的 主 
要 结果 : Anderson 定理 , 即 Hilbert 空间 ! 2? 同 胚 于 ij = . 


为 了 方便 , 我 们 总 是 用 0O=T]/， (这 里 /=J=[-11]) 表示 Hilpert 方 
n=1 
体 - 对 任意 的 (%,), (3,)e0， 
I 


dG 0,) -DS 


n=l 
是 2 上 选 定 的 相 容 度量 . 对 于 4c¥ , 令 p, :0 下 了 ]J, 为 投影 映射 , 即 对 任 
意 的 xe0， 六 
Dy =x|4: 

特别 地 , 对 任意 的 n, p,(x) = x(x). 

为 了 本 章 陈述 方便 , 我 们 如 下 定义 了 开 覆 盖 、 紧 度量 空间 和 完备 度量 
空间 等 概念 . 

定义 4.0.1 设 式 是 集合 , 4CX, 8B 是 人 的 一 个 子 集 族 , 车 {JB 二 4, 则 
称 B 为 4 的 一 个 覆盖 . 若 的 子 集 , 也 是 4 的 一 个 覆盖 , 则 称 B, 为 B 的 对 
于 4 的 一 个 子 覆 盖 . 进一步 , 车 B, 是 有 限 族 , 则 称 是 B 的 对 于 4 的 一 个 
有 限 子 覆盖 . 进一步 , 若 假 定 (X, 4) 是 度量 空间 ，B 中 成 员 均 为 工 的 开 
( 闭 ) 集 , 则 称 8 为 4 的 开 ( 闭 ) 覆盖 . 如 果 4=X, 那么 我 们 省 略 上 面 定义 
中 的 “对 于 4”. 

定义 4.0.2 设 ( 习 q) 是 度量 空间 , 若 工 的 任意 开 覆 盖 都 存在 有 限 子 覆盖 ， 
则 称 工 为 紧 度 量 空间 , 简称 紧 空 间 . 设 了 是 并 的 非 空子 集 , 若 了 作为 工 的 子 
空间 是 紧 的 , 则 称 了 为 工 的 紧 子 集 . 

定义 4.0.3 设 (X, 四 是 度量 空间 , 车 存 在 了 上 的 完备 度量 p 使 得 
=7, 则 称 (X, q) 是 可 完备 度量 空间 . 可 完备 度量 空间 也 被 称 为 拓扑 完备 
的 度量 空间 . 
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显然 , 度量 空间 是 可 完备 度量 的 当 且 仅 当 它 同 胚 于 一 个 完备 度量 空间 . 
因此 , 所 有 完备 度量 空间 都 是 可 完备 度量 的 且 可 完备 度量 性 是 拓扑 性 质 . 容 
易 证 明 ， 可 完备 度量 空间 的 闭 子 空间 也 是 可 完备 度量 的 


4.1 构造 同 胚 的 三 种 方法 及 其 应 用 


如 何 构造 空间 之 间 的 同 胚 是 拓扑 学 的 中 心 工作 , 本 节 将 介绍 三 种 方法 ， 
这 三 种 方法 对 无 限 维 拓扑 学 非常 重要 , 也 是 我 们 后 面 构造 同 胚 的 基本 工具 
和 技巧 . 在 本 节 我 们 给 出 它们 的 直接 应 用 以 说 明 这 些 方 法 的 有 效 性 . 


4.1.1 方法 一 : 同 胚 列 的 极限 是 同 胚 的 条 件 


一 般 来 说 , 同 胚 列 点 态 收敛 的 极限 未 必 是 同 胚 , 甚至 可 以 不 连续 . 例如 ， 
我 们 在 分 析 学 中 熟悉 的 例子 : 对 任意 的 ne¥ ,f(x) =x”":I >I 是 1 到 自己 
的 同 胚 , 但 是 其 极限 不 是 连续 的 . 如 果 是 同 胚 列 一 致 收敛 的 极限 , 情况 又 如 
何 昵 ? 设 (X,p), (7,q) 是 紧 度量 空间 ，C(X,Y,4) 是 所 有 由 并 到 了 的 连续 
函数 全 体 C(X,7), 并 赋予 度量 : 对 任意 的 f,g eC(X, 了 7)， 


qd(f,8)=sup{d(f (x), (x) :x eX}. 
那么 , 在 这 个 度量 空间 中 , 序列 的 收敛 等 价 于 一 致 收敛 . 现在 令 
S(X,Y)={f eC(X,Y) :f(X)=Y}, 
T(X,Y) ={f eC(X, 了 ):f 是 单 射 }， 
HX TY = YL TX; Ds 
H(X)=H(X,X). 


即 S(X, 了), IT(X, 了 ), 有 H(X, 了 ) 以 及 有 H(X) 分 别 表 示 了 到 了 的 连续 满 射 、 连 续 
单 射 和 同 胚 映射 的 全 体 以 及 由 工 到 自身 的 同 胚 映 射 的 全 体 . 我 们 有 下 面 简 
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单 的 引 理 . 

引 理 4.1.1 设 (,p),(Y,q) 是 紧 度 量 空间 , 则 S(X, 了 ) 是 C(X,Y,q) 的 闭 
集 . 特别 的 , cl H(X,7 了 ) cS(X, 了 7 了 ). 但 dH(X, 了 ) cI(X, 了 7 了) 未 必 成 立 . 

证 明 设 /eC(X, 耻 \S(X,7), 那么 存在 ye 了 使 得 yeYY(X). 因为 
f(X) 是 紧 的 , 故 存在 e>0 使 得 B(y, s)I f(X)= 儿 . 现在 考虑 /在 C(X,Y,q) 


中 的 邻 域 a(1.2). 对 任意 的 ge 8| .和 任意 的 5 


d(gO). DEAS WD -dAS Wg0) >e -= 并 


于 是 , yg ge(X). 所 以 g eC(X, 了 )\S(X, 了 7). 这 说 明 C(X, 了 Y)\S(X,7Y) 是 开 集 . 
下 面 说 明 cl H(X) cI(X,) 未 必 成 立 . 为 此 , 令 针 =I, 定义 f :I I 为 
连接 点 (0,0), (0.5,1), (1,1) 的 折线 , 对 任意 的 ne N，/f, :I 一 I 为 连接 点 (0,0)， 


(os 二) (1,1) 的 折线 , 如 图 4-1 所 示 . 
n+l 


LI— 


图 4-1 _/,f 的 定义 


显然 ， d01. 思 = 所 以 , /是 序列 (/;) 的 极限 . 注意 到 对 任意 的 me RN， 
eH(X) 但 fg7I(X,X). 证 毕 . 
因此 , 紧 度 量 空间 之 间 的 同 胚 列 一 致 收敛 的 极限 一 定 是 连续 满 射 , 但 未 
必 是 单 射 . 我 们 探讨 这 样 的 极限 才 是 同 胚 的 条 件 . 为 此 , 对 =>0, 令 
S.(X,7)={f eS(X,Y): 对 任意 的 yeY, diam f(y)<e}. 
那么 有 下 面 简单 的 结论 . 
引 理 4.1.2 对 于 紧 度 量 空间 (X,p).(Y.4)., 有 : 


i 
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(1) 对 任意 的 a>0，S.(X,7) 是 S(X,7) 的 开 集 : 
(2) T SF, = HY). 
证 明 设 (f) 是 S(X, 了 )\S,(X,7) 中 的 一 个 序列 , 且 f. 二 f eS(X,Y)， 
则 对 任意 的 n, 存在 y, e 了 使 得 
diam f(y,)>. 
因为 是 紧 的 , 故 存在 x,,=, e f(y,) 使 得 
p(X, 2,) > €. 


又 因为 是 紧 的 度量 空间 , 不 妨 设 limx, =x, lims, =- 存在 , 那么 
f= ln,%)= lm (5,)= /(7), 


而 且 P(x,2)= limp(%,,,)> 8. 


由 此 说 明 fe S(X, 了 )\S.(X, 了 ). 所 以 S.(X, 了 7 了) 是 S(X, 了 Y) 的 开 集 . 

(2) 是 显然 的 . 证 毕 . 

引 理 4.1.3 设 (X, qd) 是 完备 度量 空间 , (4,) 是 藉 的 一 列子 集 ,(x,) 是 
(CC 9) 的 序列 . 如 果 对 任意 的 ，， 


d(x Xu) <3 min{d(x,, 4): 1<i<n}, (4-1-1) 


那么 (x,) 是 Cauchy 列 且 limx, aU 4 
i nl 
证 明 显然 , (x,) 是 Cauchy 列 . 对 任意 的 n>m, 由 假设 , 


d(x %,) SE d(x Xn) +L +d(x, 1,X,) 


mm > mt] 


<3™qd(x,,4,)+L +3 "q(x,,4,) 
< 了 dr 4) 
因此 , 令 ” 一 o, 得 
dx, lim%,) < d(x,, 4,). 
所 以 .limx, 4. 最 后 , 由 m 的 任意 性 得 到 结论 . 证 毕 . 
利用 这 些 引 理 , 可 以 得 到 下 面 的 定理 . 


a 
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定理 4.1.1 设 (X,q) 是 紧 度量 空间 , (h,) 是 及 (XY) 中 的 一 个 序列 并 满足 

下 面 的 条 件 : 
d(hnsidx)<3" min{d(hoL oh,S(X,X)\S,(X,X):i=1L ,n}. 
(4-1-2) 

那么 ， limh,oL oh 存在 且 属 于 H(X). 

证 明 由 引 理 4.1.1 (1) 和 引 理 4.1.2，(SCXY, 站 ,dg) 是 完备 度量 空间 ， 
(SC TVSwGCE,TZ)) 是 这 个 空间 中 的 闭 集 列 . 对 任意 的 n, 令 g, = 用 oL oh， 
则 (g,) 是 瓦 CODc SC YI) 中 的 序列 , 且 由 假设 知 


d(gn1,81) < 3” min{d(g,, S(X,X)\Sy(X,X): i=1L ,n}. 
因此 , 由 引 理 4.1.3 和 引 理 4.1.1 (2) 知 limhoL oh=limg, 存 在 . 又 


lim g, < (S(X,X)\S,,(X,X))=S(X,X)\H(X). 
3 n=l 


因此 , limhoLoh eH(X). 证 毕 . 

注 4.1.1 由 上 面 的 定理 知道 , 对 于 紧 度 量 空间 X, 当 我 们 定义 的 同 胚 列 
(bn: 开 一 了 ) 中 的 每 一 项 都 和 恒 等 映射 接近 到 一 定 程度 时 ，lim 加 oL oh 是 同 
胚 . 这 个 程度 取决 于 前 面 已 经 定义 的 项 . 我 们 可 以 称 limhoL oh 为 
(h,: 了 情人 革 ) 的 无 限 复合 . 所 以 , 这 个 定理 告诉 我 们 如 何 用 递归 的 方法 定义 同 
胚 列 使 得 其 无 限 复合 仍然 是 同 胚 . 关于 后 面 的 应 用 . 我 们 主要 知道 其 每 一 项 
都 和 恒 等 映 射 接近 的 程度 的 存在 性 , 而 不 是 这 种 程度 的 具体 值 . 也 就 是 说 ， 
在 后 面 我 们 很 少 计算 公式 (4-1-2) 右边 的 具体 值 . 

下 面 给 出 定理 4.1.1 的 一 个 直接 应 用 . 令 


s=(-L1}, B(O)=Q\s, 


分 别称 i 为 O 的 伪 内 部 和 伪 边 界 . 下 面 先 给 出 一 个 引 理 . 
引 理 4.1.4 对 任意 的 x,yes, 存在 heH(O) 使 得 h(x)=y. 
引 理 4.1.4 的 证 明 留 给 读者 . 我 们 的 目的 是 证 明 上 面 引 理 的 结论 对 任意 


se 
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的 xyeO 成 立 . 为 此 , 令 J, -=[-11], 那么 0 本 ]7,. 下 面 的 引 理 在 几何 上 
是 显然 的 , 如 图 4-2 所 示 . 


J l-e 


图 4-2 hh 的 定义 


引 理 4.1.5 对 任意 的 se(0,1) 和 nm, 存在 heH(J,xJ,) 使 得 

(1) HI-L1-e]x,)=idi spa,; 

(2) 对 任意 xeJ,,p,(h(l,x)) e (0,1). 

利用 这 个 引 理 和 定理 4.1.1, 我 们 有 下 面 关 键 的 引 理 . 

引 理 4.1.6 对 任意 的 xeO, xo ss, 存在 he HH(O) 使 得 h(x)es 且 
h(x")=x". 

证 明 设 x=(w,x,LL)e0Q. 我 们 归纳 地 定义 万 (0) 的 序列 (h,) 使 得 

(iD qd(h,,ido) 充分 小 使 得 我 们 可 以 利用 定理 4.1.1 保证 limh,oL oh e 
H(O): 

(ii) (p,oh,oLoh)(x)e(l):; 

(iii) 不 改变 O 中 任何 点 的 前 -1 个 坐标 . 即 对 任意 的 (yL ,y, 3,», LL) 
eQ, 有 

hPL ,pa )= VL ,p12 ). 

Civ) KD 

事实 上 , 如 果 尺 e(-1D), 令 h=ido, 那么 (i) 至 (iv) 成 立 . 如 果 
交 E 人 ,不妨 假定 x =1. 选择 a >0 充 分 小 使 得 2e(-1,1-a). 由 引 理 
4.1.5 知 , 存在 加 e 五 (J, xJ) 满足 引 理 4.1.5 中 的 条 件 (1) (2) . 那么 
有 加 (wi, 态 ) 的 第 一 个 坐标 属于 (-1D). 定义 heEH(O) 为 


“lle 
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hh (3,22,23L ) = (81, 72, 23 ), 

这 里 ，(y,y)= 及 (5,z,), 即 思 仅 按 照 加 改变 0 中 点 的 前 两 个 坐标 . 那么 及 
满足 (i) 至 (iv) . 

假设 h,hhL ,he 五 (9) 已 经 定义 并 满足 (i) 至 (iv) . 设 h,oL oh(x)= 
(Mi 工 ,3 工 ). 如 果 x%,e(-LD), 令 有 轧 =ido, 那么 (i) 至 (iv) 成 立 . 如 果 
x Ee{-Ll}, 同上 不 妨 假定 x, =1. 对 任意 的 m>n 和 a>0, 由 引 理 4.1.5 知 存 
在 1”e 瑟 (J, xJ,) 满足 引 理 4.1.5 中 的 条 件 (1) (2) . 那么 h”™(y,,y,) 的 
第 一 个 坐标 属于 (-1,1). 定义 he HH(O) 为 


Le SE) 


mm Smtl 
这 里 ,(w,w)=h”(z,,z,), 即 hh 把 O 中 每 一 个 点 的 第 个 和 第 m 个 坐标 按 
h” 映射, 其余 的 坐标 不 变 . 那么 he H(O) 且 满足 (ii) 和 (iii) . 注意 到 


| he 7) 1 
2 2 和 5 


因此 ., 我 们 能 够 选择 充分 大 的 m 和 充分 小 的 a>0 使 得 h 也 满足 (i) 和 
(iv) . 归纳 定义 完成 . 

应 用 定理 4.1.1, h=limh,oL h 是 同 胚 且 由 (ii) 至 (iv) 知 ,h(x)es 和 且 
h(x")=x?. 证 毕 . 

我 们 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 4.1.2 O 是 齐 次 的 , 即 对 任意 的 x,ye0, 存在 同 胚 :0 -一 使 得 
h(x)=y. 

应 用 引 理 4.1.4 和 引 理 4.1.6 即 可 . 证 明 略 . 

注 4.1.2 我 们 已 经 知道 了 不 是 齐 次 的 . 进一步 , 对 于 x,yeJ", 存在 同 
胚 思 :了 > J” 使 得 h(x)=y 的 充分 必要 条 件 是 x,y 同 时 属于 rint(J”)=(-1,1)” 
或 者 同时 属于 6J” =J"\rint(J”). 因此 ,rint(J”) 中 的 点 和 6J”" 中 的 点 在 可 
中 的 拓扑 位 置 是 不 同 的 . 一 般 地 , 分 别称 rint(J") 和 6J” 为 J” 的 径 向 内 部 和 
径 向 边界 . 但 是 , 由 上 面 的 定理 我 们 知道 , J" 的 “极限 ”0 中 任何 两 点 在 O 
中 的 拓扑 位 置 都 是 相同 的 . 所 以 , 虽然 在 前 面 我 们 相应 地 定义 了 s 和 8(0)， 
但 也 仅仅 称 它们 为 2 的 伪 内 部 和 伪 边 界 . 


d(h,,ido) = 


“ll9s 
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4.1.2 方法 二 : Bing 收缩 准则 


对 于 紧 度量 空间 (X.p),(Y,q), 引 理 4.1.1 说 明了 在 C(X,Y.q) 中 ， 
cl1H(X,7Y) cS(X, 了 站 ,但 是 cl H(X,7) cI(X,7) 未 必 成 立 . 

定义 4.1.1 设 (X,p),(7,q) 是 紧 度量 空间 , 我 们 称 clH(X,Y) 中 的 成 员 
为 由 到 了 的 近似 同 胚 . 即 f :全 -> 了 是 近似 同 胚 当 且 仅 当 对 任意 的 a>0， 
存在 同 胚 h: 全 -> 了 使 得 

d(f,h) <s. 

近似 同 胚 一 定 是 连续 满 射 . 如 果 紧 空间 蕊 了 之 间 存 在 近似 同 胚 , 那么 
它们 是 同 胚 的 . 但 是 , 按 定义 证 明 近 似 同 胚 的 存在 性 有 时 是 很 困难 的 . Bing 
收缩 准则 给 出 了 满 射 是 近似 同 胚 的 一 个 容易 判断 的 等 价 条 件 . 

定义 4.1.2 设 f: 了 一 了 是 紧 度量 空间 (X,p) 到 紧 度 量 空间 (7,q) 的 连 
续 满 射 , 如 果 对 任意 的 a>0, 存在 同 胚 思 : 三 一 碟 使 得 

(1) a(f,foh<e: 

(2) 对 任意 的 yeY, diam h(f7(y))<s, 即 fonh'esS.(X,Y), 
则 称 f 是 可 收缩 的 . 如 图 4-3 所 示 . 


图 4-3 可 收缩 的 定义 


我 们 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 4.1.3 (Bing 收缩 准则 ) 设 (X,p) 和 (7.q) 是 紧 度量 空间 , f :> 了 
是 连续 满 射 , 则 下 列 条 件 等 价 : 
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(1) 8 是 近似 同 胚 : 

(2) /是 可 收缩 的 . 

证 明 (1) (2) . 设 j 太 : 碟 ~ 了 是 近似 同 胚 , =>0. 选择 geH(X,Y) 
使 得 4(/.8) < 由 于 了 是 紧 的 ，g-::(7.d) >(X,p) 是 一 臻 连续 的 , 存在 
5 > 0 使 得 对 任意 的 y,y, e 了 , 


q(y1, 上 5) <5 能 推出 pl(g (3),8 (02))<=. 
人 7=am 人 | 引 再 次 由 于 f :> 了 是 近似 同 胚 , 存在 ke HH(X,Y) 使 得 


4d(f, 有 <Y. 令 h=g-ok. 显然 ，heH(X). 由 于 4(f.g) < 了 且 d(f.h)<， 
所 以 对 任意 的 xs 工 ， 
d(f (x),(f om(x)= a7 (x),f (8 OECD 


Sq(f (x),.K(W) + qk(W), f(g (K(x) 
=d(/ (x),k(x) +d(g(g (k(x))), f(g (kW) 


因此 ， 
d(f,foh)<e. 
又 , 对 任意 的 ys 了 和 xm eh(f (3))=g (K(f/"(y)), 有 g(%),g(%)e 
K(f/"(y)). 所 以 , 存在 导 i, 忆 < 工 使 得 
SGC0D=K0a)， g(x%)=k(x) 且 JGCa)=JG2) = 了 


所 以 
d(g(m),g(%)) = qd(k(m), kw)) 

Sq(k(m),f A) +a fu), fw) +a(f 0) CD 
6 6 

<—=+0+— 
2 要 

三 区 

由 6 的 选择 有 


Pus%)= pg (g(%)),.g (8(%)) <e. 
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因此 
diam h(f7(y) <s 
这 样 证 明了 /是 可 收缩 的 . 
(2) = (1) . 设 太 : 工 一 了 是 可 收缩 的 . => 0. 首先 归纳 定义 五 (X) 中 
的 一 个 序列 ( =idy,h 工 ) 使 得 每 一 个 g, = foh, : 工 一 了 满足 下 面 的 条 件 : 
(i) g, eSy, (X,Y); 


(i) d(gmm8) < 了 

(iii) qd(g,n,g, ) < min{d(e,. S(X,Y)\Sy (X,Y):0<i<n)}. 
注意 到 5S,,(,7)=S(X,7),4d(f,@)=+%, 所 以 加 =idy 满 足 (i) 且 (iii) 有 
定义 . 现在 , 假设 heH(X) 已 经 定义 且 使 得 8, 满足 (i) 至 (iii) , 我 们 将 


定义 思 ,, eH(X). 因为 加 eH(X) 是 一 致 连续 的 , 存在 6>0 使 得 对 任意 的 
通 医 到， 


diam 4<5 能 推出 diam 局 (< 一 
n+ 


因为 / :XY 一 了 是 可 收缩 的 , 存在 $e HH(X) 使 得 
fof eSs(X,Y) 有 ad(f,fog)<Y, 
这 里 ， 


ntl > 


y= 机 min{d(p;, S(X,Y)\Sy(X,7)):0< < 中 


令 思 ,= 站 oh,, 那么 , h,,, eH(X) 且 使 得 g,,, 满 足 (i) 至 (iii) . 事实 上 ， 
对 任意 的 yeY, 
diam g21,(7) = diam hh(f (2) = diam I (G(f (2) < i 


最 后 一 个 不 等 号 成 立 是 因为 diam fg(f"(y))<5. 因此 ，(i) 成 立 . 为 证 明 
(ii) (iii) 成 立 , 我 们 仅仅 需要 注意 到 
d(gn1s8n) =d(f of oh,,foh,)=d(f,f0¢)<Y. 
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归纳 定义 完成 . 由 (ii) 知道 1= img, 存在 且 d(/. 力 <e, 由 引 理 4.1.1 知 


hesS(X,7), 由 引 理 4.1.3 和 (iii) 知 neT Sj,(X, 了 ); 由 引 理 4.1.2 (2) 知 
he H(X,7). 因此 , 由 = 的 任意 性 知 了 是 近似 同 胚 . 证 毕 . 

推论 4.1.1 如 果 两 个 紧 度量 空间 之 间 存 在 可 收缩 的 映射 , 那么 它们 是 
同 胚 的 . 

定义 4.1.3 设 工 是 拓扑 空间 , 令 信 (X)=(x[0.1)U{m}. 在 人 (X) 上 定 
义 拓 扑 为 : 

7 = 位 <AGO:UI (CCx[0.D) 是 乘积 空间 工 x[0.D 中 的 开 集 
且 如 果 U so, 则 存在 se[0,D) 使 得 全 x(s,1D)cU}. 


我 们 称 赋予 这 个 拓扑 的 空间 A(C) 为 工 的 锥 . 我 们 用 g:XxI-> 人 (XY) 记 自然 
映射 , 也 即 
(x, 了 ), 如 果 t e[0,1)， 
oo， 如果 t=1. 

关于 锥 的 一 般 性 质 , 见 本 节 练 习 4.1.F, 4.1.G. 这 里 , 作为 定理 4.1.3 的 直 
接应 用 , 我 们 证 明 下 面 的 定理 . 首先 注意 到 , 如 果 并 是 紧 的 可 度量 化 空间 , 那 
么 , 人 (XY) 是 把 人 xT 中 的 紧 子 集 卫 x 人 1} 捏 为 一 点 商 空 间 而 且 g: xT 一人 (XY) 
是 商 映 射 . 因此 ,人 (XY) 也 是 紧 的 可 度量 化 空间 . 


h(x,t) | 


定理 4.1.4 自然 映射 4:OxI->A(O) 是 可 收缩 的 , 因此 人 (0)xOxIx0O. 


我 们 先 给 出 下 面 的 引 理 , 其 在 几何 上 是 显然 的 , 看 图 4-4. 请 读者 证 明 它 . 


图 4-4 hh 的 定义 
引 理 4.1.7 对 任意 的 ne¥ 和 se (0,1), 存在 pe 万 (也 xD 使 得 


Hy” x[0,1—e]=id 且 diam(h(JT” x{))<e. 


J"x[01-e] 
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定理 4.1.4 的 证 明 对 任意 的 se(0.1) , 选择 ne¥ 使 得 二 < 二 因为 
d4(Ox 册 ) = {oo} 是 单 点 集 . 由 Wallace 定理 (定理 4.3.5) , 存在 5>0 使 得 
diam g(Ox[1- 56,1]) <&. 
这 里 , 我 们 认为 空间 A(O) 上 已 经 定义 了 相 容 度量 4 Sy-mns|. 由 上 
面 的 引 理 , 存在 he 玉 (J”" x 了 使 得 


mly” x[0,1—y]=id 且 diam(h(T” x) <Yy. 


TAO0.1-Y] 
现在 定义 heH(OxJ 了 ) 为 
Ch .Ey 


这 里 (y 工 ,yp, 四 = 加 (wm 工 ,%,s) 那么, 对 任意 ye 人 (OQ), 当 y#m 时 ， 
h(q"'(y)) 是 单 点 集 , 因此 ， 


diam(h(qg (y)) =0<e: 


当 y=wm 时 , hq =h(Ox 仙 )= 加 (J" x 了)x 本; 因此 


m=n+1 


diam(h(g 1(y)) = diam(h(T” x D+ 3 3 &. 


m 
mnt12 


所 以 ， 
goh! e's.(OxL A(O)). 


又 对 任意 xeQOxI, 当 xg Ox[1-y,1] 时 , h(x)=x, 所 以 ， 
(qo h)(x) = q(x); 
当 xeQx[-y,1] 时 , h(x)e Ox[1-y,1]. 由 此 ， 
qd(g(x).q(h(x)) < diam gq(Qx[1—Y.1) < diam g(Ox[1-6,1]) <s. 


所 以 ， 


"124。 


- 第 4 章 无 限 维 拓扑 学 引 论 妆 


d(g,goh)<e. 


由 a 的 任意 性 知 , 9:OxI->A(O) 是 可 收缩 的 . 由 定理 4.1.3 的 推论 知 
人 (0)x OxIx0QO .证 毕 . 
注 4.1.3 对 任意 ne¥ , 令 


“de 让 


那么 容易 验证 {U, :ne¥} 是 wm 在 八 (0) 中 的 邻 域 基 , 而 且 


av,=a(0x|1- i |) oa-alox| 于 }) 
n+l n+l 


由 此 容易 验证 


clU, ~bdU,~0. 


因为 Ox 人 (0) 是 齐 次 的 , 所 以 O 中 每 一 点 都 有 邻 域 基 {U,}, 使 得 对 任意 的 ，， 
clU, x bd U, x O 是 绝对 收缩 核 . 所 以 , 代数 拓扑 学 中 的 同调 论 方法 对 于 研 
究 0- 流 形 的 性 质 是 无 效 的 . 这 里 , 一 个 度量 空间 如 果 存在 一 个 由 同 胚 于 O 
中 的 开 集 组 成 的 开 覆 盖 , 我 们 就 称 这 个 空间 是 0- 流 形 . 


4.1.3 方法 三 : 同 痕 


在 注 4.1.3 中 说 过 同调 论 很 少 在 研究 O- 流 形 中 被 使 用 , 但 是 , 代数 拓扑 
学 中 的 另 一 个 重要 工具 一 一 同 伦 论 却 是 研究 0- 流 形 的 重要 手段 . 让 我 们 先 
给 出 这 个 定义 . 

定义 4.1.4 设 X, 了 是 空间 , 天 是 紧 空间 . 称 连续 映射 鼠 : 习 x 天 -了 为 
由 于 到 了 的 K- 同 伦 . 对 +e KK, 由 下 式 定义 的 映射 已 : 工 一 了 被 称 为 瑟 的 1 
水 平 : 


H.,(x)=H(x.,n). 


ws 
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如 果 对 任意 的 +e K, 有 H, :于 下 了 是 同 胚 , 则 称 甩 :全 xK > 了 为 由 开 到 了 的 K- 
同 痕 . 如 果 玉 =I, 我 们 可 以 省 略 上 面 定 义 和 记 号 中 的 K. 设 f,geC(X.,Y)，, 
如 果 存 在 同 伦 ( 同 痕 ) 万: 了 xI1-> 了 使 得 太 =/f, 且 =g, 则 称 f 和 g 是 同 
伦 的 〈 同 痕 的 ) ,三 被 称 为 连接 f 和 g 的 同 伦 ( 同 痕 ) . 

例 4.1.1 设 碟 是 一 个 空间 , 了 是 j "中 的 子 集 ，f,ge C(X,7). 如 果 了 是 
凸 集 , 那么 上 和 g 是 同 伦 的 . 

事实 上 , 我 们 可 以 定义 万: 人 xI1 > 了 为 

H(x,t)=(1-n)f (x) +tg(x), 

称 这 个 同 伦 为 连接 f 和 g 的 线性 同 伦 . 显然 , 我 们 可 以 把 Y 是 凸 集 的 要 求 降 
低 到 仅仅 要 求 了 满足 上 面 鼠 有 定义 即 可 , 这 个 推广 有 时 是 有 用 的 . 

注 4.1.4 如 果 万 :全 x 了 为 由 革 到 了 的 KK- 同 痕 , 那么 可 以 定义 映射 
G:YxK 玫 了 为 

GO:D =(H,) (7»). 

但 是 , 这 样 定义 的 G 未 必 是 连续 的 . 看 下 面 的 例 4.1.2. 如 果 上 面 定义 的 
G:YxK -> 是 连续 的 , 则 称 瓦 : 工 x 天 -> 了 是 可 着 的 同 痕 . 显然 ， 
甩 : 了 xK > 了 是 可 逆 的 同 痕 当 且 仅 当 (x,1)a (H(x,n), 四 建立 了 人 xK 到 
了 x 到 的 同 胚 . 因此 , 当 半 是 紧 空间 时 , 推论 4.1.1 说 了 明 所 有 由 针 到 了 的 同 痕 
都 是 可 逆 的 . 下 面 的 定理 4.1.5 显示 , 只 要 并 是 局 部 紧 空 间 (于 是 了 也 是 局 
部 紧 空 间 ) , 当天 = 工时 , 相应 的 结论 也 成 立 . 

例 4.1.2 定义 i ?的 子 空间 工 为 


YX-IxtOUTU El 
nln 
我 们 将 定义 非 可 送 的 同 痕 刀 :YxI_y 对 任意 的 nc 令 记 -2 二} 


和 .= 人 3] 作 折线 2 使 得 
n3 n n 


如 图 4-5 所 示 . 
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图 4-5 玖 "的 定义 


wo) 
n n 
使 得 其 在 |0 了 |U | 让 .1 的 每 一 个 水 平 上 是 恒 等 了 和 在 二: 芭 | 上 用 
线性" 同 伦 连 搂 恒 等 瞻 射 和 人， 在 | 了 .二 | 上 用 “线性 ” 同 伦 连 接 / 和 和 
恒 等 映 射 

容易 验证 ， 六 :全 ra 全 是 同 商 而 且 对 任意 的 Coe| |x1] 

n 
xI 有 
[#60]: (4-1-3) 


利用 这 些 映 射 定 义 甩 :xI 于 为 : 


" (x,1), 车 x € 但 x 工 
(= n 


0 若 x eIx {0}. 


注意 到 对 任意 的 n 和 1el, 我 们 有 mr (2.0)-(2.0] 因此 , 上 面 的 公式 确 


实 定义 了 一 个 映射 . 进一步 , 我 们 验证 这 个 映射 万 有 下 面 的 性 质 , 这 些 性 质 
说 明志 是 同 痕 但 不 是 可 逆 的 . 
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(1) 五 是 连续 的 . 由 公式 (4-1-3) 知 , 万 在 (0,0,7) 连续 , 在 其 他 点 连 
续 是 显然 的 . 
(2) 对 任意 的 +el HH,: 了 > 了 是 同 胚 . 显然 每 一 个 及 ,是 到 自身 的 一 


一 对 应 . 当 1=0 时 ,及 , -id 是 同 胚 : 当 +e(0.1] 时 , 选择 ne¥ 使 得 二 </ 
那么 
ov 
n=n, (1 
又 由 于 六 {3}xI 是 紧 的 , 所 以 


n=l 


也 是 同 胚 , 所 以 瓦 是 同 胚 
(3) 映射 (xDa (CEGx.D.D 不 是 同 胚 . 我 们 仅仅 需要 注意 到 序列 


[IC 
在 XxI 中 没有 极限 , 但 是 


1 1 1 
名 [a 让 } 训 -加 (2 )-@%9 
在 让 xI 中 有 极限 . 
定理 4.1.5 如 果冻 了 是 局 部 紧 空 间 , 万 :人 xI1 了 是 同 痕 , 那么 , 万 是 
可 逆 的 . 
证 明 定义 卫 :xI ->YxI 为 
H(x.t) =(H,(x),7). 
如 前 所 述 , 为 了 证 明太 :x1 > 了 是 同 痕 , 需要 证 明 瓦 :XxI->7xI 是 同 胚 . 
为 此 , 仅仅 需要 验证 五 :XxI >YxI 是 开 映 射 . 
设 G 是 XxI 中 的 开 集 , (x,1)e G. 现在 证 明 存 在 YxI 中 的 开 集 工 使 得 
H(x,))=(H,().) eL cH(G). (4-1-4) 
因为 于 是 局 部 紧 的 , 我 们 能 选择 Ue.l (x) 和 区 间 S 使 得 
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(x%,fjeUxScG 且 clU 是 紧 集 . 
因为 及 :了 -> 了 是 同 胚 , 所 以 存在 Ve.l(H,(x)) 使 得 
Hi(cV) CU. 
则 对 任意 的 ebdU =clU\U ,有 
H(z)eY\clV. 


因为 及 :xI > 了 是 连续 的 ,bdU 是 紧 的 , 所 以 存在 开 e.l (x) 和 1 的 一 个 连 
通 邻 域 7 使 得 


JcsS, WeU, HWxNEVEAH(AUVUxNCY\cV. (4-1-5) 
由 最 后 一 个 公式 知 , 对 任意 的 ys， 
H(AV)cX\bdU. (4-1-6) 


下 面 证 明 工 = HH,(W)xJ 满 足 我 们 的 要 求 . 

首先 , 因为 及 ,是 同 胚 , 所 以 工 是 开 集 . 

其 次 , 显然 H(x,1)=(H,(x).1) eL. 

最 后 , 证 明 公 式 (4-1-4) 的 后 半 部 分 成 立 . 设 2eWT,seJ. 因为 
H({2}x 思 ) 是 连通 的 , 所 以 HA(H({z}x 办 ) 也 是 连通 的 . 进一步 , 应 用 式 (4- 
1-5) 和 式 (4-1-6) 知 


HH({s}x I) HcV CX\bdU=UU(X\cU) 


zeHA(H({s}xI)I U. 
由 于 UV 和 全 \clU 是 隔离 的 , 所 以 


HH({2}xI) EU. 
特别 地 ， 


HA(H,(:) ccU, Bh HG)eH.U). 
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由 2eW,seJ 的 任意 性 知 
L=H(WxJcT HOxJT UHUOx{}= HUxN HO). 
我 们 完成 了 定理 的 证 明 . 
下 面 再 给 出 K- 同 痕 的 乘积 性 质 , 证 明 留 给 读者 . 
定理 4.1.6 设 对 任意 的 ne¥, H" :XxK, > 了 是 KK,- 同 痕 , 那么 下 面 定 
义 的 
H:TIX,xTIx, >71Y, 
n=l n=1 n=1 
是 本 KX, - 同 痕 ， 
n=l 
H((x,),(k,)(n) = H" (x,,k,). 
下 面 的 定理 显示 了 如 何 由 天 - 同 痕 得 到 同 胚 . 
定理 4.1.7 设 并 了 是 空间 , 天 是 紧 空 间 , 万 :说 xK 一 下 为 由 让 到 的 
天 - 同 伦 , <: 了 一 天 连续 . 那么 下 面 定 义 的 映射 /: 工 x 了 一 工 x7 连 续 : 
f(x,y)=(H(x,a(7)),») . 
此 外 , 如 果 假 定 蕊 闷 天 满足 下 面条 件 之 一 且 瑟 :并 x 天 一 工 为 由 工 到 工 的 
同 痕 时 , 那么 三 : 碟 x 了 一 三 x 了 是 同 胚 : 
(1) ,了 是 局 部 紧 的 且 KK =I; 
《27 ,了 是 紧 的 : 
证 明 /的 连续 性 是 显然 的 . 
现在 假定 X,Y,K 满足 (1) 或 者 (2) ,证 明媚 : 开 x 天 一 并 为 由 并 到 
蕊 的 天 - 同 痕 . 
对 任意 的 (x.y) es 碟 x 了 , 因为 Ho : 碟 一 全 是 同 胚 ， 存在 kx < 工人 使 得 
Hy(a)=x, BT H(a,a(y))=x. 
因此 ，f(a,y)=(x,y). 由 此 说 阴 f 是 满 射 . 
又 , 对 任意 的 (wi,y) 冯 (x,y,) . 如 果 jy 冯 yy, 那么 显然 f(x%,3) z(x,y); 
如 果 久 =y=y», 那么 x z, 于 是 由 万 。。, 是 同 胚 可 得 
H(xs,a(y) # Hw.a(y)). 
因此 , f(w,) 冯 (x3,y). 由 此 说 明了 是 单 射 - 
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最 后 , 我 们 证 明 /1: 廊 x 了 -> 了 x 了 是 连续 的 . 在 我 们 的 假定 下 , 由 定理 
4.1.7 知 G: 民 x 天 一 工 是 连续 的 . 这 里 , 对 任意 的 (x,f)e XxK， 
G(x,h) =(H;) (2). 
容易 验证 ， 
f° (x7) = (Gx,0(7)).»). 
因此 ,让 是 连续 的 . 证 毕 . 
在 本 节 最 后 , 我 们 给 出 上 面 定 理 4.1.7 的 一 个 应 用 . 这 个 应 用 虽然 很 简 
单 , 但 它 是 后 面 复杂 应 用 的 一 个 锥 形 . 
定理 4.1.8 令 E,F 是 (-1,1) 的 两 个 紧 集 ， f:E 下 是 同 凸 , 那么 存在 同 
胚 8: 于 一 村 使 得 对 任意 的 xeE, 有 
g(x,0)=(f(x),0) 且 goT’ =id,,. 
证 明 令 
G(f)={(x, f(x) :xeE} 
为 f 的 图 像 . 选择 ae(0,1) 使 得 E,F c[-a,a]=K. 定义 有 :JxKK J 为 :对 
任意 的 (x,t)eJeKk， 


t+(t+])x, 若 xe[-1,0], 


ned 若 xeL 


即 对 任意 的 +e K, HH, 是 连接 点 (-L-D,(0.0.(.D 的 折线 . 因此 , 万 是 J 到 自 
身 的 K- 同 痕 . 由 Tietze 扩张 定理 (定理 2.7.3) , 存在 连续 映射 a:J 一 玉 
使 得 a|F = /7',a(+1)=0. 则 由 定理 4.1.7 知 下 面 定义 的 g, :J 一 于 是 同 胚 : 


(x,y) =(H(x,2(7)).»). 
那么 对 任意 的 ye 下 , 我们 有 


8&(07)=(0.a0)) =(zcO)7)=( 关 oO) DesGOD) (4-1-7) 
且 


8|6 =idun (4-1-8) 
同 理 , 存在 同 胚 g, :J > 于 使 得 对 任意 的 xeE， 
g2(%,0)=(%,f(%) eG(N) (4-1-9) 


I 
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且 
gloT =idn- CHI) 


最 后 , 显然 存在 同 胚 ( 见 练习 4.1. B) g; :了 一 了 使 得 对 任意 的 ye[-a,a]， 
g3(0,»)=(»,0) 且 gs|07 =idar- (4-1-11) 


那么 g = g30 gi'0 g, :下 一 亚 满足 我 们 的 要 求 . 事实 上 , 对 任意 的 xeE, 因 
为 f(x) e[-a,a], 所 以 由 式 (4-1-7) ，(4-1-9) 和 (4-1-11) 知 


g(x,0) = g3(g7 (g(x,0)) = g3(g7 (x,f (x) 
= gs(g7 (ff(2)),f (0) = 83(0, (2) = (F(x),0). 
由 公式 (4-1-8) ，(4-1-10) 和 “(4-1-11) 知道 


sler’ =idsn 
证 毕 . 
注 4.1.5 在 上 面 定理 中 , 如 果 我 们 认为 (-11)=(-1Dx{0}c 于 ,那么 上 
面 的 定理 说 明 (-1,1) 中 任意 两 个 紧 集 之 间 的 任意 同 胚 都 存在 到 于 的 同 胚 扩 
张 且 这 个 同 胚 可 以 保持 在 6J? 上 不 动 . 大 家 可 以 给 出 非常 简单 的 例子 说 明 我 
们 不 可 以 用 J 代替 于 . 在 本 章 第 3 节 和 第 4 节 , 我 们 将 探讨 Hilbert 方 体 O 
中 哪些 紧 集 之 间 的 同 胚 也 有 类 似 的 性 质 . 


练习 4.1 


4.1.A. 设 (X,p) 和 (7Y.q) 是 紧 度量 空间 , 了 : 工 一 了 是 近似 同 胚 . 
heH(X),keH(7Y), 证明 foh:X->Y 和 kof:X 了 也 是 近似 同 胚 . 由 上 面 
结论 可 以 推出 近似 同 胚 的 概念 不 依赖 空间 X,Y 上 度量 的 选择 . 

4.1.8B.，(1) 设 


B’(2)={xe :电大 分， SQ)={xe “时 = 和 


= 132。 


na 


' 
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证 明 存 在 同 胚 h:B*(2) -> B?(2) 使 得 川 SC) =id 
rsing)<B2. 有 


且 对 任意 的 (rcosO， 


SO) 


h(rcosO,rsinO) =(reos(0+3)jrsin(0+3]] 


(2) 设 ae(0,1) ,证明 存 在 同 胚 h:J* -> 村 使 得 对 任意 的 ye[-a,al, 
h(0,y)=(»,0) 且 hoT =id,,. 


4.1.C. 一 个 群 是 指 一 个 非 空 集合 G 和 G 上 的 一 个 二 元 运算 .:GxG ->G 
满足 下 面 性 质 : 

(1) 结合 律 成 立 : 对 任意 的 a,b,ceG, 有 (a:b):c=a.(b:o): 

(2) 存在 单位 元 : 存在 ee G, 使 得 对 任意 的 ae G, 有 a.e=e.a=a 

(3) 存在 逆 元 : 对 任意 的 ae G, 存在 a 使 得 a.a!=a!.a=e. 

我 们 用 (G,.) 或 者 G 记 这 个 群 . 容易 证 明 ， 单 位 元 e 是 唯一 的 , 每 一 个 元 
aeG 也 仅 有 一 个 逆 元 a7. 因此 , 32:G 一 G 是 一 个 映射 . 一 个 拓扑 群 是 指 
一 个 群 (G,-) 和 一 个 工 的 拓扑 空间 (G,7) 使 得 映射 .:GeG 一 G 和 了 映 
射 :G >G 是 连续 的 . 证 明 : 

(1) 每 一 个 拓扑 群 都 是 一 个 齐 次 的 拓扑 空间 . 

(2) 不 存在 二 元 运算 .:0Ox0O ->O 使 得 (0..) 成 为 拓扑 群 . 

4.1.D. 证 明 存 在 0 的 基 5 使 得 对 任意 的 BeB 和 任意 的 x,yeB, 存在 
he 万 (0) 满足 

h(x)=y 且 HO\B=id|O\B. 

4.1.E. 证 明 QO 是 n- 章 次 的 , 即 对 O 的 任意 两 个 个 点 的 集合 

{3 工 ,} 和 ,5 工 ,y}, 存在 he H(O) 使 得 
h(x)= h(x) = pL ,h(x,) = »,. 


4.1.F. 证 明 革 是 (可 分 ) 可 度量 化 的 充分 必要 条 件 是 它 的 锥 人 (XY) 是 
(可 分 ) 可 度量 化 的 . 

4.1.G. 设 开 是 Hausdorff 空间 . 证 明 在 定义 4.1.3 中 定义 的 映射 
g: 开 xI > 八 (XY) 是 连续 的 . 进一步 . 证 明 其 为 商 映 射 当 且 仅 当 工 是 可 数 紧 的 . 
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这 里 , Hausdorff 空间 蕊 称 为 可 数 紧 的 , 如 果 对 工 的 任意 可 数 开 覆盖 都 存在 
有 限 子 覆盖 , 由 定理 4.1.3, 度量 空间 是 紧 的 当 且 仅 当 其 是 可 数 紧 的 , 但 对 于 
Hausdorff 空间 而 言 . 二 者 不 等 价 . 


4.2 Z- 集 


Z- 集 是 无 限 维 拓扑 学 和 几何 拓扑 学 中 的 重要 概念 , 本 节 将 给 出 其 定义 
及 基本 性 质 , 特别 是 Hilbert 方 体 O 的 Z- 集 的 存在 性 及 基本 性 质 . Hilbert 
方 体 Q 的 Z- 集 的 深刻 性 质 将 在 随后 两 节 给 出 . 

定义 4.2.1 设 XY, 了 是 拓扑 空间 , Z/ 是 了 的 开 覆 盖 ，f,g e CC7, 习 . 如 果 
对 任意 的 ys7, 存在 U eZ 使 得 f(y),g(y)eU , 则 称 f 和 8 是 2- 接 近 的 . 
设 (了 ,qd) 是 度量 空间 ，s e C(X,(0,1)) , 如 果 对 任意 的 ye 了 ， 


d(f(»),8(»)) < a(f (7)), 

则 称 f 和 g 是 se- 接 近 的 . 

下 面 引入 我 们 的 重要 定义 . 

定义 4.2.2 设 4 是 拓扑 空间 莽 中 的 闭 集 , 如 果 对 任意 的 连续 映射 
J:O 一 工 和 工 的 任意 开 覆 盖 V 都 存在 连续 映射 8:0 > 庆 使 得 /和 g 是 
ZU- 接近 的 且 g(O)I 4=@, 则 称 4 是 的 ZZ- 集 . 可 以 表示 为 可 数 多 个 的 
Z- 集 的 并 的 子 集成 为 人 的 Z,- 集 . 我 们 用 Z(XY) 和 Z,(X) 分 别 表 示 空间 基 
的 所 有 Z- 集 之 族 和 所 有 Z,- 集 之 族 . 

我 们 有 下 面 的 结果 . 

定理 4.2.1 设 4 是 度量 空间 (X.q) 中 的 闭 集 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) Ae2Z(X):; 

(2) 对 任意 的 常数 => 0, 对 任意 的 /eC(O,X), 存在 ge C(O,X) 使 得 
d(f,g)<e 有 ge(O)I A=%. 


证 了 明 0 (2) .对 作 意 的 > 0 ,考虑 工 的 得 苹 /12[ x5]:xeX| 
对 任意 的 /eC(O,X), 由 (1) 存在 gsC(O. 习 使 得 /和 8g 是 Q- 接 近 的 且 
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g(O)I 4= 纪 .那么 ， 
d(1.8)<s 且 8(O)I 4=8. 
所 以 (2) 成 立 . 

(2) 二 (1). 对 任意 的 连续 映射 /:O > 工 和 工 的 任意 开 覆 盖 ZX, /0O) 
是 工 的 紧 集 , 因此 由 Lebesgue 数 引 理 , 存在 a > 0 使 得 对 任意 的 BC, 如 
果 diam B<e 且 BI f(0)# 儿 , 则 存在 Ue 使 得 BcU. 对 这 个 =>0 使 用 
(2) , 存在 ge C(O,X) 使 得 

s(OI A=Z 有 d(f,8)<e. 
那么 对 任意 的 ge0， 


diam{f(q),g(q)} <s 且 {f(9).s(D}T f(O)#8. 


因此 存在 Ue VU/ 使 得 {f(g),g(q)} cU, 即 f.g 是 2- 接 近 的 . 这 样 我 们 证 明 
了 A4e2Z(X). 证 毕 . 

下 面 给 出 Z- 集 和 2Z,- 集 的 基本 性 质 . 

定理 4.2.2 令 工 是 拓扑 空间 , 那么 : 

(1) 如 果 4eZ(X) 且 B 是 4 的 闭 子 集 , 则 了 Be 2Z(X); 

(2) 如 果 A4eZ(X), 则 int4=@g: 

(3) 如 果 (X,q) 是 完备 的 ，4e Z,(X), 那么 对 任意 的 a>0 和 任意 的 
f eC(Q,), 存在 ge C(O,X) 使 得 4d(f,g)<s 且 g(O)I 4=8; 

(4) 如 果 (X,q) 是 完备 的 ，4e Z,(X) 且 4 是 闭 集 , 则 4e 2Z(X); 

(5) 如 果 4eZ(X). 了 是 拓扑 空间 , 则 4xYe 2Z(Xx7):; 

(6) 如 果 4 eZ(X),heH(X), 则 h(4)e 2Z(X). 

证 明 (1) ，(2) ，(5) ，(6) 是 显然 的 ，(4) 是 (3) 的 推论 , 因此 ,我 
们 仅仅 需要 证 明 (3) . 为 此 , 设 (4,) 是 完备 度量 空间 (X,4) 的 Z- 集 列 , 
4=U4. 对 任意 的 >0 和 任意 的 /eC(O,X), 显然 , 我 们 可 以 归纳 地 定义 
ge C(Q, 了 \4,,q), 使 得 对 任意 的 ， 


0) a0,8) <T.d(8,.8) < 


(i) deg < 记 min{d(g,(0).4)}. 
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那么 由 (i) 和 (X,q) 是 完备 的 知 g=limg, 存在 、 连 续 且 4(f,g)<s. 又 , 对 
任意 的 geO, 由 (ii) 知 


d(g,a(9).8,(9)) < minf{d(s, (9).4)}, 


因此 , 由 引 理 4.1.1 有 
s(0) =lims,(W eU 4 =4 


所 以 g 满足 (3) 的 要 求 . 证 毕 . 

为 了 主要 目的 一 一 证 明 Anderson 定理 , 我 们 主要 讨论 Hilbert 方 体 O 
中 的 Z- 集 . 首先 证 明 O 中 存在 很 多 的 Z- 集 . 

定理 4.2.3 设 4 是 0 的 闭 集 , 那么 : 

(1) 4eZ(O) 当 且 仅 当 对 任意 的 =>0, 存在 feC(O,0O\4) 使 得 
qd(f,ido)<e; 

(2) 如 果 存 在 无 限 多 个 nn 使 得 p,(4)z[-11], 那么 4e 2(0): 

(3) 如 果 存 在 使 得 p,(4)c {LD, 那么 4e2Z(0). 

证 明 (1)“ 人 ”由 Z- 集 的 定义 立即 得 到 . 

为 证 明生 ”, 假设 geC(0,0), =>0. 那么 存在 fe C(O,O\ 4) 使 得 
qd(f,ido)<s. 令 h=fog, 则 


qd(h,g)=d(fo 8.8)<d(f.idx)<e 且 nh(O)c f(0)cO\4. 
所 以 , 4e 2Z(O). 
(2) 对 任意 的 a>0, 选择 Ne 使 得 元 << 且 mv(CO*[LH 因此 , 我 
们 可 以 选择 xy e[-1,1]\py(4). 定义 feC(0.0) 为 : 


yy 车 n 冯 NN， 
fn)= 0 车 n 二 N， 
那么 ， 


dlido.f)<s 且 f(O) QO\4. 
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由 (1) 知 4eZ(O). 
(3) 可 以 证 明 {-LD es 3([-LH) (看 练习 4.2.A) . 又 由 假设 4c {11}x 
TI J : 所 以 由 定理 4.2.2 (5) 和 (1) ,我 们 有 4e2Z(0). 证 毕 . 


me¥ \{n} 
推论 4.2.1 (1) B(Q0)e 2Z,(O):; 
(2) 如 果 天 cs 是 紧 集 , 那么 天 < Z(O). 


练 习 4.2 


4.2.A. 对 任意 的 ne¥ , 证 了 明 4eZ(B”") 的 充分 必要 条 件 为 4 是 闭 集 且 


村 概 - 
4.2.B. 给 出 紧 度 量 空间 并 及 其 闭 子 空间 了 使 得 


Z(Y)& Z(X) 有 ZT cld(Y)«¢ 2Z07). 
4.2.C. 设 4 是 s 的 紧 集 , 证 明 4eZ(s). 举例 说 明 s 中 存在 非 紧 的 Z- 集 . 


4.3 Z- 集 的 同 胚 扩 张 定理 I 


本 节 将 证 明 对 s 中 任意 两 个 紧 集 E,F (因此 也 是 O 中 的 Z- 集 ) 之 间 的 
同 胚 hn:E > 下 和 任意 的 a>0, 如 果 4d(h,ido)<e， 那么 存在 he 五 (0) 使 得 


d(h.ido) <e 且 MIE=h. 


一 般 地 ， 称 满足 条 件 d(j,ido)<s 的 同 胚 为 “小 ” 同 胚 . 如 果 he 及 (0) 满 足 


条 件 
h(B(O)) = B(O) 或 者 等 价 的 h(s)=;s， 


则 称 刀 是 边界 保持 的 同 胚 . 
为 了 完成 主要 结论 的 证 明 . 我 们 需要 一 系列 引 理 , 而 下 面 的 引 理 是 一 个 
重要 的 基础 . 


a 
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引 理 4.3.1 对 于 s 中 每 一 个 非 空 的 紧 集 天 , 存在 边界 保持 的 同 胚 
je 万 (O) 使 得 
Pi(h(K)) = {0}. 
证 明 不 失 一 般 性 , 可 以 假定 
K=TI[a,,o,], 
ne 


这 里 -1<a, <b, <1. 对 任意 的 n>1, 我 们 证 明 存在 he H(J, xJ,) 使 得 
(i) %h, 不 改变 任何 点 的 本 坐标: 
(ii) 及 ,([a1,h]x[a,,b,]) 中 每 两 个 有 相同 J 坐标 的 点 的 于 坐标 的 差 小 于 


1 一 


(iii) hex,) =idausry 


4-6 形象 地 说 明了 几 的 存在 性 . 


图 4-6 几 的 定义 


严格 地 说 , 选择 ee| 0 二 | 使 得 对 任意 的 xe[a,b], 有 s+xe(-LD. 定 
n 


[4,1] 地 [-1] 经 过 (1,D,(a,b,), (8.6,),(,D):; 
下:[-1] 一 三 1 了 经 过 (-L-D,(a ,ao) .an)(L-D: 

tw [4] 地 [1 经 过 (1D),(a,a+8),(B, b+),0,D); 
LL 经 过 (~1,—)),(a,a),(8,8),(1,—D). 
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显然 . 对 任意 的 xeJ,1(x)<i(x).(x) <w(x), 因此 可 以 定义 折线 mm, :J, 一 
世 经 过 (1 一 ]),(4(?),5(?),(u (2),ww(x)),(1,D). 注意 到 m=m =idj,, 那么 下 
面 定 义 的 hh :J xJ, 下 xJ 满足 我 们 的 要 求 (i) 至 (iii) : 
h(x,y) = (x,m,(y)). 
利用 这 些 同 胚 , 我 们 定义 :0 -> O 为 : 
f= .LL) 

这 里 , 对 任意 的 n 宇 2, (wy,)= 及 (m4,x,). 显然 , /是 边界 保持 的 同 胚 . 

下 面 证 明 g= pna| /CO: CD -> IT 是 单 射 , 因此 是 嵌入 . 否则 , 存 
在 区 ,上 工 , 功 工 使 得 (x,y,L ee ,包工 )eyJCK) . 选择 n>1 使 
得 上 < 一 那么 (wy,),(w2,y,) eh([a1,b]x[a,,b,]), 矛盾 于 (ii) . 令 


B=paw(f (KY TIE= po(p wf(K)) :8 一 [aa 
n=2 


再 令 4:]]J, [4,5] 是 < 的 连续 扩张 ,万 :Tx[a1,5] -> 为 : 对 任意 的 


n=2 


te[a,h],H,(x) 是 经 过 点 (-1,-1),(1,0).(1,1) 的 折线 . 那么 甩 是 本 到 自身 的 
[a1,4]- 同 痕 且 对 任意 的 xe[a,h], 有 五 (x,x)=0. 因此 , 由 定理 4.1.7, 下 面 


定义 的 函数 是 O 到 自身 的 同 胚 : 对 任意 的 (xy)<JixTTI,: 
n=2 
FD) =(H(%.40)),»). 
显然 , F(B(O)) = B(O). 又 , 如 果 (x,y)e f(K), 那么 . 
20)=80)= (po (pra]/ 8) J0) = 


所 以 
F(x,y)=(H(x,4(y)),y)=(H(x,x),y)= (0,»). 


最 后 h=Fo /了 满 足 我 们 的 要 求 . 如 图 4-7 所 示 . 证 毕 . 
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多 了 > 

f (zy) 
IT 2 

A Be———— NK) 

De 人 
本 am 下 h 
F 
I Flz,y)=(0y) 


EA 0 

图 4-7 几 个 映射 的 定义 

在 上 面 引 理 的 证 明 过 程 中 , 不 能 像 定理 4.1.8 那样 , 我 们 不 能 要 求 h 满 
足 川 B(O) =idao . 事实 上 , 因为 B(O) 是 0 的 稠密 集合 , 所 以 满足 
川 B(C) = idso 的 同 胚 只 能 是 恒 等 映 射 . 

推论 4.3.1 对 任意 的 非 空 紧 集 玉 cs 和 <e>0, 存在 无 限 集合 Nc¥ 和 
边界 保持 的 同 胚 ne H(O) 使 得 

(1) 至 \N 也 是 无 限 的 且 》 2 ”< s: 


neN 


(2) qd(h,ido)<&: 
(3) 对 任意 的 ne N, 有 p,h(K)= {0}. 
证 明 选择 ”使 得 


六 2 二 
那么 , 存在 由 无 限 集合 构成 的 集合 列 (C')2, 使 得 


UG= \{2, ,n-d,GI C=2(i#)) 


n=l 


对 任意 的 i, 应 用 引 理 4.3.1 到 乘积 空间 [了 J 和 它 的 伪 内 部 中 的 紧 集 


meG 


Pc (K) 上 , 存在 边界 保持 的 同 胚 轧 : 工 村 >] 7 使 得 p?(h(pe(K))= {0}， 


meC; 


这 里 6 =minC, p? :I 本 是 投影 . 现在 , 令 
meC, 


"140 。 


“第 4 章 无 限 维 拓扑 学 引 论 晤 


a n=TTia;, x Ii:030 
有 1 


则 容易 验证 入 和 满足 我 们 的 要 求 . 证 毕 . 
下 面 给 出 我 们 的 关键 引 理 . 为 了 叙述 这 个 引 理 , 需要 引入 一 些 记 号 并 约 
定 一 些 特殊 的 集合 和 正 实数 , 这 些 集合 和 正 实数 将 在 定理 的 证 明 中 具体 给 
出 . 定理 的 主要 证 明 思想 是 : 利用 推论 4.3.1, 通过 一 个 “小 ”的 同 胚 把 
已 ,下 映射 到 
Qv ={xeQ:x(n)=0,vneN} 
中 . 记 
CO=OvxQw- 
这 样 ，O, h(E),h(F) 在 形式 上 非常 像 定 理 4.1.8 中 的 了 于,E,F, 而 对 下 面 的 引 
理 , 将 用 类 似 于 证 明定 理 4.1.8 但 比 证 明定 理 4.1.8 更 复杂 的 方法 来 证 明 ， 
即 存在 一 个 “小 ” 同 胚 +e (QO) 使 得 (h(E))=h(F). 最 后 , 再 利用 的 逆 作 
用 可 得 到 我 们 需要 的 同 胚 . 
令 4,8 是 ¥ 的 一 对 互 余 的 无 限 子 集 . 
Cu ={(%,)e Q: 对 任意 的 n & 4, x%, =0}， 
Qs ={(%,)e :对 任意 的 ng B, x, =0}. 


那么 , 0=(0,0) 是 0 的 原点 . 令 5>0 且 满足 
Eo 
之 ? < 了 
则 已, 志 Z 是 s 中 的 非 空 紧 集 且 满足 YU7cO,, Zc90s .那么 pP: 工 一 Z 和 
4: 工 一 Z 是 同 胚 且 满 足 
d(g 'p,idx) <Y, (4-3-1) 


这 里 Y>0 是 我 们 将 指定 的 正 实数 . 同 胚 fe H(0) 如 果 满足 对 任意 的 
ne A(neB), 
f(D =%, 
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则 三 称 为 O,- 同 胚 (2s- 同 胚 ) . 因为 我 们 认为 0=0O,x0Os, 所 以 , O,- 同 胚 
(92s- 同 胚 ) 事实 上 是 垂直 作用 (水 平 作用 ) . 在 以 上 的 假定 下 , 我 们 给 出 
下 面 的 引 理 : 

引 理 4.3.2 (1) 存在 边界 保持 的 4- 同 胚 力 e 瑟 (9) 使 得 对 任意 的 xse 工 ， 
有 h(x,0) = (x,P(CnD): 

(2) 存在 边界 保持 的 4- 同 胚 思 e 矿 (0) 使 得 对 任意 的 yeY, 有 
hh(y,0)=(y,9(7)); 

(3) 存在 边界 保持 的 3- 同 胚 轧 < 瓦 (9) 使 得 对 任意 的 xe 民 ,有 


h(x,p(x) =(qg p(x), p(x) 有 d(h,ido) <Y. 
证 明 因为 X,Y,Z 是 s 中 的 紧 集 , 故 存在 x, >0 使 得 YUYUZ c Ten} 
n=] 
公 


K=O Ie.n], K=O TEs}. 
n=l 


n=l 
开 么 : XUYcK EO NO ZEKEO NO. 
(1) 利用 Tietze 扩张 定理 (定理 2.7.3) 的 推论 3, 存在 p: 人 一 
Zc Ks 的 连续 扩张 万 :0, > Ks. 对 每 一 个 n, 定义 从 J 到 自身 的 [-x,,7,]- 同 
痕 ": J x[-;,r,] 王 J 使 得 ”是 连接 (-1,-1),(0,71), (1,D) 的 折线 . 由 定理 
4.1.8, 
H=]]H" :0 xKs > 0, 


是 KK- 同 痕 . 利用 定理 4.1.8 的 一 个 变形 (交换 乘积 的 顺序 ) , 我 们 可 以 定 
义 heH(Q4x0s) 为 : 

h(x,y)=(x,H(y, p(x))). 
容易 看 出 , hh 是 保持 边界 的 4- 同 胚 . 又 , 对 任意 的 xe 革 ,有 


h(x,0) = (x,H(0,7(x) = (CE (0))ea) 
= (x,(p(%));es) = (x p(*)). 


这 样 , hh 满 足 了 我 们 的 全 部 要 求 . 
(2) 和 (1) 的 证 法 完全 相同 . 
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(3) 如 果 广 没有 “小 ” 同 胚 的 要 求 d(h,ido)<y, 那么 (3) 是 (1) 和 
(2) 的 推论 (练习 4.3.A) . 另外 , 我 们 不 能 要 求 为, 思 是 “小 ” 同 胚 , 这 是 
因为 


dhido) 二 | 
neB 


虽然 如 此 , 我 们 下 面 的 证 明 思想 仍然 和 (1) 是 类 似 的 . 

由 我 们 的 假设 式 (4-3-1) , 容易 验证 4d(p ,gq")<Yy. 利用 Tietze 扩张 
定理 (定理 2.7.3) 的 推论 2 和 推论 3, 存在 pn ,gq" 的 连续 扩张 
.1 :Qs 下 KK 使 得 4d(&,m) <Y. 对 任意 的 (x,y)e(-11)”, 定义 折线 函数 
hp :可 福村 经 过 (1 一 D),(x.),(1,D). 那么 4(Y, idy)= 上 -中 现在 定义 
KxKK- 同 痕 F:O,x(K4xKs) 一 为: 


F(q,x,y) = (fs, »,) (Gn) nea: 
显然 , 当 xe 式 ， 
F(x,x,y)=y. (4-3-2) 


利用 定理 4.1.8, 我 们 定义 B- 同 胚 h:0O,xOs 下 Os4xQs 为 


h(x,y)= (F(x,6(7),7(7)), »)- 
如 图 4-8 所 示 . 


Qa 


图 4-8 为 的 定义 


下 面 验证 满足 其 他 要 求 . 对 任意 的 xs 工 , 由 式 (4-3-2) ， 
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h(x, p(x) = (F(x,E(p(x),7(p(W))), px) 
=(F(x,p (p(),q  (p())), p(x) 
=(F(x,x,.g (p(x))), p(x)) 
=(g (p(x)). p(x)). 
又 , 对 任意 (x,y)e QO,xQs =0, 


F(x,&(y), 
d(h(x,y),(x,y)) = > (F(x 本 六 | 
ned 
Aeon a | 


d (geo 2 Didz) 


<> 


Sd(s,m <Y. 
所 以 , d(hido)<Yy. 证 毕 . 
后 给 出 本 节 的 主要 定理 和 它 的 证 明 . 
定理 4.3.1 设 E,F 是 s 中 的 紧 集 . 如 果 存 在 同 胚 :E> 下 使 得 
4d(J.idz)<s. 那么 存在 了 eH(O) 使 得 E=h 且 4d(J.ido)<a. 
证 明 令 sa=d(/ido)5= 一 全 >0. 我 们 给 出 了 引 理 4.3.1 中 需要 的 5. 


由 推论 4.3.1, 存在 ¥ 的 无 限 集 B 和 边界 保持 的 同 胚 g < 五 (9) 使 得 
(i) d(g,ido)<5; 
(ii) psg(EUF)={0); 


(iii) 4=¥ \3 是 无 限 的 县 2 < 了 


我 们 给 出 了 需要 的 4,B. 进一步 . 令 工 =g(E), Y=g(F), 那么 XUY <c0,，, 
j= go fog : 碟 ~ 了 是 同 胚 且 


d(h,idx) <a +26=7. 


我 们 给 出 了 需要 的 全 ,了 和 . 因为 OsI sxs, 我 们 能 够 在 OI s 中 找 一 个 子 


"144。 


- 第 4 章 无 限 维 拓扑 学 引 论 上 


集 Z 使 得 工 <Z , 并 令 p: 工 一 Z 是 一 个 同 胚 . 再 令 g= po 四 :7 了 一 Z ,那么 gq 
也 是 一 个 同 胚 且 P,4 满 足 式 (4-3-1) . 这 样 我 们 确切 地 给 出 引 理 4.3.2 所 
需要 的 全 部 假定 , 因此 , 存在 满足 这 个 引 理 中 的 同 胚 及 ,用 , 及 .注意 到 由 
(iii) 可 知 
d(h,ido) <6 且 d(h,,ido)< #6. 
令 1= 训 ohoh, 则 teH(O) 且 1 是 的 扩张 . 进一步 ， 
d(t,idx)<6+Y+6=46+a. 


最 后 , 令 了 =g-!lotog, 那么 , 了 是 了 的 同 胚 扩张 且 


d(f,ido) <6+45+6 +6=8. 


练 习 4.3 


4.3.A. 证 阴 引 理 4.3.2 (3) 的 证 明 中 的 第 一 句 的 结论 . 


4.4 2- 集 的 同 胚 扩 张 定理 I 


本 节 的 主要 目的 是 证 明 在 上 一 节 的 主要 定理 中 , 前 提 E,F cs 可 以 放宽 
到 仅仅 要 求 £,F eZ(O). 为 此 , 我 们 仅 需 要 证 明 对 任意 的 紧 集 Ec s 和 任意 
的 FeZ(0), 都 存在 保持 边界 的 一 个 “小 ” 同 胚 he 太 (QO) 使 得 加 (E)=ids 且 
h(F)Cs. 

我 们 首先 固定 一 些 记号 . 对 任意 的 ne¥ 和 09e{1}, 令 


W.(0)=7"({0}), 


即 形 (9) 是 2 的 第 -方向 的 面 . 另外 , 我 们 固定 一 个 紧 集 KK cs. 为 实现 我 们 
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的 目标 , 第 一 步 是 证 明 在 保持 天 不 动 的 前 提 下 , 每 一 个 面 都 可 通过 一 个 
“小 ” 同 胚 压 入 到 中. 

引 理 4.4.1 对 任意 的 ne¥ , gs LN 和 =>0, 存在 同 胚 he 及 (0O) 和 
m>n 使 得 

(1) pW (ON UW :i<m ne{tld}=8;: 

(2) hh(W,(0)) © WO); 

(3) qd(h,ido)<&; 

(4) hIK=idx. 


证 明 选择 m>n 使得 2” 了 <。. 不 妨 假定 0=1. 再 选择 5c| 05 | 使 
得 poy(K)c[-lL1-6]xJ. 由 引 理 4.3.1, 存在 we (J, xJ,) 使 得 : 
(i) yb1-6]xy,)=idi sp,: 
(ii) 对 任意 xeJ,, wmaesd-5.Dx 癸 - 
像 在 引 理 4.1.6 的 证 明 中 一 样 定义 同 胚 h eH(O) 使 得 
Pamo hh = PnmoYW, Ptnmo hn 三 己 nm 
那么 , 对 任意 的 xeO, 当 ie¥ \{n,m} 时 , h(x) 的 第 ;个 坐标 与 x 的 第 ;个 坐 


标 相同 : 1Co 的 第 个 坐标 与 x 的 第 "个 坐标 变化 小 于 < 二 .于 是 : 
(ii) dnsido) < 过 < < 
(iv) 则 天 =idu: 


(v) h(W.(0)) c W, (1). 
对 于 空间 J” = 本 xJxL xJ,, 我 们 可 以 定义 同 胚 pe 玉 (J”") 使 得 : 


< 。 €. 
(vi) qd(g,id,,)< 3 


(vii) Glpazr mK)=id 
(viii) $({xeT” :x, =D) cLDH™xOD. 
如 图 4-9 所 示 . 


(K); 


P21 m) 


"146。 


. 第 4 章 无 限 维 拓扑 学 引 论 妆 


图 4-9 乡 的 定义 


最 后 , 令 为 eH(O) 使 得 
PazL .moh = Pazr .mop Pz, mo =p a m: 


那么 , 容易 验证 h=ho 有 hh 满足 条 件 (i) 至 (iv) .证 毕 . 

推论 4.4.1 对 任意 的 ne¥ , ge{-L1 和 =>0, 存在 同 胚 heH(O) 使 得 

(1) h(W (0) cs 

(2) qd(hido)<s: 

(3) hlK=idx. 

证 明 利用 引 理 4.4.1, 我 们 能 定义 自然 数列 nn =n<n,<L 和 同 胚 列 
及, 刀 工 ,e 及 (QO) 使 得 : 

(i) 对 任意 的 ie¥ ， 


hohoL oh(W (OF UWW:nue{lb,j<n}=2 
(ii) 每 一 个 六 和 id 充分 接近 使 得 
£ 
Mh do) < 
h=limhohoLoheH(O) nhW,(O)T B(O)=, 


( 见 引 理 4.4.1 和 定理 4.3.1) . 
(iii) 对 任意 的 i, h|K=idx. 
那么 , 满足 (i) 至 (iii) . 证 毕 . 
我 们 的 第 二 步 是 证 明 对 任意 的 4e Z(O) , 存在 “小 ”的 同 胚 heH(O) 
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4 


使 得 
hn(AI B(O)=G 且 HK=idr. 


为 此 , 像 前 面 一 样 , 我 们 先 证 明 如 果 B(O) 被 任意 的 面 代替 时 , 上 面 的 结论 
成 立 . 

引 理 4.4.2 令 4e2Z(0), 那么 对 任意 的 ne¥ , gs{LI 和 =>0, 存在 
同 胚 he 及 (O) 使得: 

(1) HI W.(0)=%;: 

(2) qd(h,ido) <&: 

(3) 川 E =idx- 

证 明 由 推论 4.4.1, 存在 同 胚 he 石 (0) 使 得 : 

(0) dido) < 了 

(ii) hIK=idx: 

(iii) h(W(0) cs. 

那么 , KI h(W(9))= 儿 , 注意 到 4UKU B(0O)e 2Z,(Q0), 所 以 由 定理 
4.2.2 (3) , 存在 连续 映射 

a:O >O\(4UKUB(O) cs 

使 得 

(iv) d(aido) < 

因为 inf{fd(a(q),x):ge0,xe A4UK}>0, 我 们 能 够 选择 充分 接近 于 a 的 
同 胚 说 入 BP:0 一 >s\(4UKK), 使 得 : 

(Ww) dido) < 全 
由 于 KI (h(W,(9)UB(h(W,(9)))= 儿 , 所以， 


Y= 有 及 (了 (9)Uidx :h(W,(O)UK—> Bh(W, (OUK 


是 同 胚 ， 且 容易 验证 4y.ido) < 艺 . 如 图 4-10 所 示 . 
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图 4-10 BP 的 定义 


因为 上 面 的 同 胚 两 边 都 是 s 中 的 紧 集 , 所 以 应 用 定理 4.3.1 知 y 的 同 胚 


扩张 有 e (QO) 使 得 d(h,ido) < 三 . 则 


hh(W, (ODI 4= 纪 且 甩 | 及 =idx- 


所 以 h=(ho 思 "1 满足 引 理 的 要 求 . 证 毕 . 

现在 可 以 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 4.4.1 令 Kcs 是 紧 集 ， 4e2Z(0). 那么 , 对 任意 的 => 0, 存在 同 
胚 he 太 (QO) 使 得 : 

(1) qd(hidr)<e; 

(2) h(A Cs; 

(3) hlK=idx. 

证 明 我 们 把 0 的 所 有 面 排 成 一 列 , 依次 定义 一 列 @ 到 自身 的 同 胚 使 
得 每 一 个 同 胚 都 不 改变 天 中 的 点 且 与 恒 等 映 射 充分 接近 使 得 

(i) 它们 复合 的 极限 是 同 胚 (利用 引 理 4.4.2) 且 4d(j.ido) < se: 

(ii) h(4)I B(O)= 纪 (利用 引 理 4.1.3 和 引 理 4.4.2) . 
那么 , 满足 定理 的 要 求 . 证 毕 . 

我 们 证 明 这 一 节 的 主要 定理 . 

定理 4.4.2 令 E,FeZ(0), h:E 下 下 是 同 胚 且 4(h,ido)<s, 存在 同 胚 
he H(O) 使 得 d(,ido)<s 且 有 四 E=h 

利用 定理 4.4.1 和 定理 4.4.1 立即 可 得 . 证 明 略 . 

注 4.4.1 (1) 也 许 你 认为 , 同 胚 扩张 的 存在 性 是 重要 的 , “小 ” 同 胚 的 
要 求 是 不 重要 的 . 但 事实 并 非 如 此 !“ 小 ” 同 胚 的 要 求 也 是 非常 重要 的 . 因为 ， 
正 像 你 在 前 面 看 到 的 那样 . “小 ” 同 胚 的 存在 性 能 够 保证 我 们 制造 新 同 胚 . 
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及 


(2) 定理 4.4.2 是 在 我 们 选 定 了 度量 的 前 提 下 成 立 的 . 也 就 是 说 , 如 果 
我 们 仅仅 令 p 是 空间 O 上 一 个 相 容 度量 , 那么 , 定理 4.4.2 对 于 (0,p) 未 必 
成 立 , 但 我 们 有 下 面 的 修订 版 . 

定理 4.4.3 设 p 是 空间 0 上 的 相 容 度量 . 那么 对 任意 的 => 0, 存在 
5 >0 使 得 对 任意 的 E,F eZ(O), 如 果 h:E -> 下 是 同 胚 且 满足 p(h,ido)<5， 
则 存在 同 胚 7eH(O) 使 得 p(h.ido)<s 且 四 E = 

证 明 对 任意 的 a>0, 因为 ,ido :(0,4) 下 (8,p) 是 一 致 连续 的 , 所 以 ， 
存在 y>0 使 得 对 任意 的 x,ye0， 


d(x,y) <Y 能 推出 p(x,y) <&. 
又 , 因为 ido :(0,p) 下 (0,4) 也 是 一 臻 连续 的 , 所 以 存在 5 >0 使 得 对 任意 的 


x,yEQ, 
P(x.y)<5 能 推出 d(x,y)<Yy. 

那么 , 利用 定理 4.4.2 知 5 > 0 满足 要 求 . 证 毕 . 

定义 4.4.1 设 太 : 工 一 了 是 连续 映射 , 如 果 /(X)e2Z(7Y), 则 称 了 是 Z- 
映射 . 进一步 , 如 果 了 还 是 同 胚 嵌 入 , 则 称 了 是 Z- 嵌 入. 

利用 我 们 的 主要 结论 , 能 够 证 明 下 面 有 用 的 结果 . 

定理 4.4.4 设 X 是 紧 度量 空间 ，4 是 廊 的 闭 子 集 ，f :全 0 连续 且 使 
得 /|4:4 一 0 是 Z- 嵌 入 . 那么 , 对 任意 的 a>0, 存在 Z- 赔 入 g:X 下 0 使 得 
g|4=/|4 有 4d(f,8)<e. 

证 明 利用 推论 4.2.1 和 定理 4.2.2 (3) ,存在 有 eC(X,s) 使 得 


dh) < 
存在 同 胚 嵌入 大 : 碟 一 s 使 得 


£ 
df. < 
因为 s 中 的 任意 紧 集 是 O 的 Z- 集 , 所 以 , K(X),k(4)e 2Z(QO) . 进一步， 
hn=(f|4)o ("|K(4): kK(4) -> CD 是 同 胚 是 dhido)< 证 


注意 到 (4), f(4)e Z(O) , 因此 , 定理 4.4.2 可 以 推出 存在 同 胚 扩张 he H(O) 
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使 得 
qd(h,id,) <<. 
(ido) < 


那么 g=Nhok:X 了 ->QO 满 足 定理 的 要 求 . 其 中 g 是 Z- 嵌 入 是 因为 Z- 集 是 同 胚 
不 变 的 . 证 毕 . 


练 习 4.4 


4.4.A. 设 工 是 度量 空间 .假设 X=QUQC 且 0 <Q=<OIOQ=<0,0IO 
<Z(O)I Z(Q) .证明 工 < O. 

4.4. B. 证 明 工 =OxS@OxI 是 O- 流 形 , 但 定理 4.4.2 对 工 不 真 . 

4.4. C. 把 定理 4.4.4 中 的 O 用 s 代 替 , 证 明 结 论 仍然 成 立 . 


4.5 吸收 子 


本 节 将 定义 Hilbert 方 体 中 的 吸收 子 并 证 明 其 在 拓扑 上 的 唯一 性 . 

设 革 是 一 个 空间 , 4 是 式 的 子 空间 , 我 们 称 (X,4) 为 空间 对 . 设 (X,4) 
和 (7Y,B) 是 空间 对 , 如 果 存 在 同 胚 刀 : 碟 - 了 使 得 4= 了 ,那么 我 们 称 
(4 和 (7.B) 是 对 同 胚 的 , 记 作 (X,4)x(Y,B). 显然 , 如 果 (X,4) x (Y,B)， 
那么 xY 且 4xB. 但 反之 不 然 , 见 练习 4.5. A. 本 节 的 目的 是 给 出 空间 对 
(0.8(O)) 的 拓扑 特征 . 并 利用 这 些 特征 证 明 ., 可 数 无 限 个 区 间 的 乘积 同 胚 于 
i* 当 且 仅 当 这 些 区 间 中 有 无 限 个 非 紧 ; 对 空间 ;* 中 任意 可 数 多 个 紧 集 
{4, :ne¥}, 有 
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同时 , 这 些 特征 也 是 下 一 节 证 明 本 章 主要 结论 的 重要 工具 . 
下 面 假设 (M2,4) 是 一 个 同 胚 于 0 的 度量 空间 . 
定义 4.5.1 设 4e2,(M?). 
(1) 如 果 4 满足 下列 条 件 , 则 称 4 为 M? 的 一 个 吸收 子 : 


= 
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对 任意 的 K,Le Z(M2) 和 a>0, 存在 同 胚 heH(M9) 使 得 

Qi) qd(hidyo) <e; 

(ii) HL\K)CA: 

(iii) h\K=idx. 

(2) 如 果 4 可 以 写 为 满足 下 列 条 件 的 单调 递增 的 M? 中 2Z- 集 列 (4,), 
之 并 4= 可 4, 则 称 4 为 M。 的 一 个 骨架 子 : 

对 任意 的 ne¥ ,Ke Z(M?) 和 a>0, 存在 同 胚 he HH(M?) 和 m>n 使 得 : 

(i) qa(hidyo) <é; 

(ii) Hl4,=idy: 

(iii) h(K) C4,. 

事实 上 , 上 面 的 两 个 概念 是 等 价 的 , 甚至 , 从 拓扑 上 讲 ，M2 的 骨架 子 和 
吸收 子 仅 仅 有 一 个 . 准确 地 说 , 如 果 4 是 M2 的 吸收 子 , 则 


(M®,A) ~ (2.B(O)). 
这 是 本 节 的 第 一 个 目标 . 为 了 证 明 上 面 的 两 个 概念 是 等 价 的 , 首先 证 明 下 面 
比较 容易 的 一 个 方向 . 
定理 4.5.1 M? 的 每 一 个 骨架 子 一 定 是 M? 的 一 个 吸收 子 . 
证 明 设 4 是 M2 的 一 个 骨架 子 , 那么 可 以 进一步 设 ， 4= 口 入 使 得 
(4,) 满 足 定义 4.5.1 (2) 的 要 求 . 为 了 证 明 4 是 M2 的 一 个 吸收 子 , 设 
KK,Le Z(M9), s>0. 那 么 ,由 引 理 2.7.1， 存 在 闭 集 列 名 = I cL cL 使 得 


L\K=UL 
i=0 


下 面 归纳 地 定义 一 列 同 胚 he 态 (M。) 和 一 列 自然 数 1=n(0) <n(1) <L 使 得 对 
任意 的 i, 下 列 条 件 成 立 : 

(i) q(h,idye ) 充 分 小 使 得 h=limhoh,oLoh eH(M®) 且 d(h,idjyo) 
<&, 见 定理 4.4.1; 

(ii) hohoL oh(L)c ho; 

(iii) hl(KU 4h) =idro,,- 
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这 时 , 显然 < 万 CQM2) 满足 定义 4.5.1 (1) 中 的 要 求 . 从 而 , 我 们 仅仅 需要 
完成 归纳 定义 即 可 . 

显然 , h =id,o 和 n()=1 满 足 上 面 的 条 件 . 

现在 , 假定 加 ,hL ,hh 和 n(l)<n(2)L <n() 已 经 定义 且 满 足 归纳 假定 . 我 
们 定义 hh,, eH(CM9) 和 n(i+])>n(i). 令 B=hoLoh(L,), 那么 由 归纳 假定 
(iii) 和 工 ,, 的 定义 , 我 们 有 


BeZ(M?) 有 BI K=hoLoh(L 


i+1 


I K)=8. 
于 是 
Y=inf{d(x,y):xeB,yeKk}>0. 


存在 5>0 使 得 hh,, e (M9) 满足 当 d(h,,idyo)<5 时 ，(i) 成 立 . 由 定理 
4.4.3, 存在 <*es(0.7) 使 得 在 MM2 的 Z- 集 之 间 的 任何 和 恒 等 映 射 小 于 <“ 的 同 
胚 都 能 扩张 为 M2 之 间 和 恒 等 映 射 小 于 3 的 同 胚 . 因此 , 由 于 (4,) 满 足 定义 
4.5.1 (2) 的 要 求 , 存在 同 胚 fs 瑟 (0M2) 和 n(i+1)>n(i) 使 得 


d(f sido) < <Y, fh =idy,, f(B) Cc hem: (4-5-1) 


n(i+]) 和 /几乎 满足 归纳 假定 . 不 成 立 的 仅仅 是 f|K =idx. 所 以 , 我 们 需要 
对 了 做 一 点 修订 . 事实 上 , 考虑 


(BUid =(f|(BU A )Uidr :BU A UK—> f(BU AwUK. 


UK 
由 Y 的 定义 和 式 (4-5-1) , 它 是 M? 中 两 个 Z- 集 之 间 和 恒 等 映 射 的 距离 小 
于 上 的 同 胚 , 因此 , 由 上 的 定义 , 存在 一 个 和 恒 等 映 射 的 距离 小 于 5 的 同 胚 
扩张 :M9 -> M9, 那么 nG+D 和 轧 , 满 足 归 纳 假定 . 证 毕 . 

下 面 的 定理 给 出 了 吸收 子 的 基本 性 质 , 特别 是 , 吸收 子 是 唯一 的 . 

定理 4.5.2 (1) 如 果 4 是 的 吸收 子 , 1:M2 ->M2 是 同 胚 , 那么 ， 
h(4) 也 是 M2 的 吸收 子 : 

(2) 如 果 4,Be2Z,(M) 且 4 是 M9 的 吸收 子 . 那么 4UB 也 是 M2 的 
吸收 子 : 

(3) 如 果 4.3 是 M2 的 吸收 子 , =>0. 那么 . 存在 he 玉 (M9) 使 得 


生生 


J 


及 
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h(A)=B d(h,idya) <e. 

证 明 (1) 由 的 一 致 连续 性 得 到 ，(2) 是 显然 的 , 我 们 仅仅 需要 证 明 
ES 

a 

这 里 , 所 有 的 4, 和 B, 都 是 M2 的 Z- 集 . 首先 , 在 万 (2) 中 归纳 地 定义 一 个 
序列 (/,) 使 得 : 

© d(J,idjo ) 充 分 小 使 得 =limg， eH(M®) 有 有 d(f,ide) <s; 

© Bc fog,1(4); 

四 fog,1(4,) cB; 

@ /EWU 


(gn1(A)UB) 


这 里 , g, ,= fo0Lof. 
假设 ,有 L ,大 已 经 定义 . 首先 选择 35>0 充 分 小 使 得 当 4(f,,,idyo)<5 
时 , 成 立 . 令 


K =U (eA)UB) 
由 归纳 假定 KcB 且 KK,g,(4,,)eZ(M9). 因此 , 由 于 B 是 吸收 子 , 我 们 能 够 
在 保持 天 不 动 的 情况 下 通过 任意 小 的 同 胚 把 g,(4,,,) 吸 收 在 B 中, 从而, 存 
在 aeH(M9) 使 得 : 
5. 
© didye) <; 
©@ a(g,(4,n) cB; 
©® alK=idx. 
现在 , a(g,(4)) 是 M9 的 上 吸收 子 . 令 
K'=KUa(g,(4,n)). 
则 K'ca(g,(4)) 且 K',B,, eZ(M?), 所 以 , 存在 同 胚 Be 及 (M9) 使 得 
© dpid) <F: 
@ p(B,) c alg,(A)); 
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BIK'=idx.. 
令 f=B Toa. 我们 验证 了 ,满足 归纳 的 条 件 . 显然 , 4(f,,idyo)<5， 
故 加 成立. 由 @ 知 ，B(B,,,)c a(g,(4). 因此 ， 
Bu cp (a(g,(4) = fun(g,(4)). 
即 @@ 成 立 . 由 @ 和 人 @ 知 a(g,(4,,)) cB(B). 所 以 ， 
fn(g,(4)=P" (a(g,(4,) cB. 
@@ 成 立 . 最 后 , 显然 , @ 可 以 由 各 得 到 . 
归纳 定义 完成 . 令 f/=limf,oLof =limg,. 那么 ， 由 Q@ 知 feHM?) 且 
4(f,idj) <s. 下 面 . 我 们 验证 /(4)=B, 完成 了 证 明 . 
由 @, @ 知 
/10)=U/(4)=Us,(4)c B. (4-5-2) 
又 , 对 任意 的 n, 由 四 , @ 知 
B,= lim (foL fa(B,)) = ,lim (foL fn0 8,)(87 (B,)) 


=/fog;,(B,)c fog, (f(g (A)) < f(g (8,(4))) 
=/(4). 
因此 ， 


B-UB cf/(4). 


n=l 


结合 式 (4-5-2) 知 f(4)=B. 证 毕 . 

结合 上 面 定 理 的 (2) ，(3) , 有 : 

推论 4.5.1 如 果 4,Be 2Z,(M?) 且 4 是 M9 的 吸收 子 , 那么 , 存在 同 胚 
heH(M9) 使 得 h(4U B)=4. 

我 们 需要 给 出 2 的 一 个 骨架 子 说 明 骨 架子 和 吸收 子 确实 是 存在 的 . 为 
此 , 对 任意 的 ne¥ , 令 


-他 -1 去! 去 | ={xeQ:k|<1-2"}. 
i=1 i 


es 
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我 们 称 
亚 Ee -fe O: sup < 
n=l =12L 
为 2 的 真 内 部 . 


定理 4.5.3 三 是 O 的 一 个 骨架 子 . 
证 明 由 定理 4.2.3 (2) 知 所 有 的 ,都 是 O 的 Z- 集 , 因此 , Ye 2Z,(0). 
对 任意 的 KeZ(O),ne¥ 和 &>0, 由 定理 4.4.1 知 , 存在 he 太 (0) 使 得 


d(h,ido) <e, h(K)cs 且 hE, =id; . 
选择 m 充 分 大 使 得 
= 
之 ? 
对 此 m, 选择 >n, 使 得 对 任意 的 i m， 
P(AK) [1+2™,1—2*]. 


又 , 对 任意 的 i>m, 选择 同 胚 h :I, >I, 使得: 
(2) hminp,(h(K)),max p(h(KND) [1+2 ,1—2™]; 
后 Hls2",1 2"]=id zi 
利用 它们 定义 同 胚 fe 及 (0) 为 : 对 任意 的 x=(%L ,Xn X02) 
fx)= 0 ,x hn Km), ht2 (Xs2)L )- 


那么 , f 确实 是 一 个 同 胚 且 
df ide) <3 /|5, =ids, . 
显然 ，foh 入 >n 满足 
qd(fohido) < foh(K) cE, fo, =id;. 


所 以 , 二 是 2 的 骨架 子 . 证 毕 . 
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推论 4.5.2 O 的 每 一 个 吸收 子 都 是 骨架 子 . 

证 明 由 上 面 的 定理 , 是 0 的 骨架 子 , 从 而 , 由 定理 4.5.1, > 是 0 的 
吸收 子 . 再 由 定理 4.5.2 (3) 知 ， 有 了 吸 收 子 在 同 胚 意义 上 是 唯一 的 , 因此 , 对 
2 的 每 一 个 吸收 子 4, 都 有 (0.4) = (0.5), 因此 , 4 也 是 骨架 子 . 证 毕 . 

至 此 , 我 们 完成 了 本 节 的 第 一 个 目标 . 所 以 , 09* 中 骨架 子 和 吸收 子 是 
相同 的 且 从 同 胚 的 意义 上 讲 仅仅 有 一 个 . 一 般 来 讲 . 骨架 子 的 定义 往往 用 来 
验证 2 的 一 个 子 空间 是 否 是 骨架 子 , 而 吸收 子 的 定义 往往 用 来 给 出 它 的 性 
质 . 本 节 的 第 二 个 目标 是 给 出 上 面 结 果 的 直接 应 用 , 包括 证 明 B(0) 是 0 的 
吸收 子 . 

回忆 一 下 , 对 任意 的 neE,ge{[L1 ,天 (9)= 丰 (6) , 称 其 为 2 的 一 个 面 . 


从 
B(O)= {W (0):ne¥,0€{-1,1}. 
那么 
B(0)=UB(O). 
我 们 有 下 面 的 引 理 . 


引 理 4.5.1 对 任意 的 无 限 子 集 .4 < B(O), 存在 heH(O) 使 得 
hz)cUL4, 从 而 U4 是 CO 的 吸收 子 . 
证 明 显然 , 我 们 能 不 失 一 般 性 地 进行 假定 , 存在 无 限 集 N c¥ 使 得 


A={W(D):neN}. 
我 们 可 以 给 出 ¥ 的 一 个 分 划 
{N, :me¥}, 
使 得 对 任意 的 me¥, N, 是 无 限 的 且 


min N,, EN. 
对 任意 的 me¥ , 令 


2,= 工 [0 =[LU” ~ 0. 


BY 
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那么 CO=[[C, - 进一步 . 在 每 一 个 9, 中 应 用 定理 4.4.2, 存在 同 胚 


hh, eH(O,)， 使 得 


h=hxh,xL xhL , 


满足 h(2) cUA. 

最 后 一 个 结论 由 UAe 2Z,(0)、 定 理 4.5.3 和 定理 4.5.2 (1) 和 (2) 
得 到 . 证 毕 . 

我 们 得 到 下 面 一 个 重要 结果 . 

定理 4.5.4 对 于 0 的 子 集 4, (0,4)~x(0,B(0)) 的 充分 必要 条 件 是 4 是 
2 的 吸收 子 . 

这 个 定理 是 证 明 一 个 空间 同 胚 于 B(O) 或 者 * 的 基本 方法 . 下 面 是 两 个 
直接 的 例子 . 

推论 4.5.3 设 4 是 空间 i* 的 子 集 且 可 以 表示 为 可 数 多 个 紧 集 的 并 ， 
那么 ， 

"\A% 

证 明 我 们 认为 i * 是 sc0O. 那么 4e 2Z,(0). 于是， 4UB(O) 是 CO 的 吸 

收 子 . 所 以 , 由 上 面 的 定理 知 


(QO.AU B(O)) ~ (0.B(O)). 
因此 ， 
(Q,s\4)=(0,0\(4U B(O))) ~ (0,.0\B(O))=(0,s). 
故 , s\4xs, 即 
“"\Ax 
证 毕 . 


推论 4.5.4 对 任意 的 ne¥ , 设 工 是 非 退 化 的 区 间 , 那么 
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[Ili 
当 且 仅 当 有 无 限 多 个 7 是 非 紧 的 . 

证 明 如 果 Z 中 仅 有 有 限 多 个 非 紧 , 那么 , 由 定理 4.4.5 知 [ [元 是 局 部 
紧 的 . 因此 , TZ, Yi *. 如 果 五 中 有 无 限 多 个 非 紧 , 那么 , 不 妨 设 所 有 的 工 
都 是 (-1,1),[-1,D),(-1,1],[-1, 如 中 的 一 个 . 这 时 , 有 无 限 多 个 n 使 得 了 #[-1.1]. 
所 以 存在 无 限 集 .4 c B(O) 使 得 O\TT7, =U4. 由 定理 4.5.4 和 引 理 4.5.1 知 

ne 
ys(0.050- [oI], } 
ne 
因此 ， 
[有 Ri 
ne 


证 毕 . 
练 习 4.5 


4.5. A. 证明 ao 


4.5. B. 证 明 B(O)xO 和 BO)xB(O) 都 是 OxO 的 吸收 子 . 
4.5. C. 设 4e2Z,(0) 是 0 的 吸收 子 , Be 2Z(O) ,证 明 4\B3 也 是 CO 的 吸收 子 . 
(提示 :因为 4 也 是 0 的 骨架 子 , 从 而 4=U4 满足 骨架 子 的 要 求 , 令 


B -fe 4 :a 验证 UB 是 0 的 骨架 子 , 从 而 4\B 也是. ) 
4.5.D. 设 -1<a,<b,<1, 令 
4={(x,)e0Q: 最 多 存在 有 限 多 个 不 满足 x, e[a,,b,]}. 
证 明 4 是 0 的 吸收 子 . 


二 
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4.6 Anderson 定理 


本 节 将 证 明 下 面 的 Anderson 定理 . 
定理 4.6.1 (Anderson 定理 ) Hilbert 空间 ! : 同 胚 于 无 限 可 数 多 条 实 
直线 的 乘积 i *, 即 


| 


我 们 知道 , ; ”x s, 这 样 , 为 了 得 到 上 述 结果 , 我 们 仅 需要 证 明 ! ?x%s. 
而 s 是 0 的 一 个 子 空间 且 其 余 集 是 0 的 一 个 吸收 子 . 在 本 节 , 我 们 将 给 出 一 
个 与 1 * 同 胚 的 空间 1 的 一 个 紧 化 天 使 得 KxO 且 KK\1 是 的 吸收 子 . 这 样 ， 
用 上 一 节 的 吸收 子 的 唯一 性 知 我 们 的 结论 成 立 . 

事实 上 , KK 是 0 的 子 空间 : 


Ko < 中 
i=1 
称 天 为 椭圆 Hilbert 方 体 . 我 们 的 第 一 个 目标 是 证 明 玉 = . 
回忆 一 下 , 对 n=1,2L ， 


B” -er :Te < 
依 此 , 我 们 可 以 认为 B” = 天 , J”=0. 对 任意 的 n<w, 我 们 能 够 建立 B" 与 
J 之 间 的 一 个 同 胚 , 但 是 , 同样 的 方法 对 ”=mm 是 无 效 的 . 所 以 , 我 们 需要 一 
个 更 复杂 的 方法 来 证 明 久 和 QO=J" 也 是 同 胚 的 . 下 面 先 给 出 一 个 定义 : 
对 任意 的 n=1,2L ,wm, 定义 到 :J" 一 B" 为 : 对 任意 的 x= (xm)e 开 ,入 ， 
归纳 地 定义 B(x); 为 : 


站 > 如 果 i=1, 
B(x); = = hy .如 果 i > 工 


引 理 4.6.1 对 任意 的 rs  {%}, B :J 一 B" 是 一 个 连续 映射 , 且 对 任 
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意 的 i 三 n, B(x); 由 x 的 前 i 个 坐标 确定 . 

证 明 我 们 用 归纳 法 证 明 , 对 任意 的 1<n 记过 1. 

事实 上 , 当 i=1 时 , 由 于 y= 为 , 所 以 , 姑 = 邓 未 1. 

假设 i<n 且 他 沁 过 1. 则 由 定义 , y= 上 六 

-< 
=1 
即 yl. 
jl 
我 们 证 明了 , 对 任意 的 1h, 站 y? 过 1. 这 说 明 6 :J" -> B" 确 实 是 映射 . 其 
= 


连续 性 是 显然 的 . 最 后 一 个 结论 由 定义 得 到 . 证 毕 . 

但 是 , 5 :了 ->B" 并 不 是 单 射 (n >1). 我 们 将 证 明 5 :J"” ->B” 是 近似 同 
胚 . 为 此 , 我 们 给 出 这 个 映射 的 另 一 个 表达 式 . 对 任意 的 ne¥ , 定义 
到 :B"xJ 一 B" 为 : 对 任意 的 ((%,x%L ,x,),1) eB”xJ, 


更 (5 区 下 10- nL 大 学 中 
J=1 


引 理 4.6.2 对 任意 的 ne¥ , 到 :B”"xJ 一 B" 是 连续 满 射 且 


五 


ntl 


= 到 o(@ xid)). (4-6-1) 
证 明 对 任意 的 (x,x,L ,x,,x,n)eB"", 我 们 考虑 两 种 情况 . 
情况 1. > =1. 这 时 , x =0. 所 以 ， 
GL eB xT 有 (L006 
情况 2. yx <1. 这 时 ， 
气 


x 
ntl eJ 


(HoT ,NX) EB",t= 
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且 
PL 5) = (0, mL ,总 25) 


到 ,的 连续 性 是 显然 的 . 最 后 , 式 (4-6-1) 由 定义 立即 得 到 . 证 毕 . 
引 理 4.6.3 对 任意 的 ne ”{%m}, 5 :J" 一 B" 是 连续 满 射 . 
证 明 当 ”=1 时 , B=id, 是 满 射 . 

对 于 ne 2.3 工 }, 使 用 上 面 的 引 理 和 数学 归纳 法 得 到 . 
当 n=w 时, 对 所 有 的 me¥ , 定义 j:J” 一 0 为 : 


GE = L000L) 


则 连续 且 j,(B”) cB”. 
容易 验证 下 面 交 换 图 . 
了 一 汪 >B” 
nl 六 
O — >B” 
从 而 


40>58 (U0) -Ue 0") 


Cs 


,0 BT")= Uj, 8"). 
m=] 


3 
L 


四 


最 后 , 注意 到 6B,(0) 是 紧 的 ， 由 UB”) 在 B” 中 稠密 知 @B(0)=B”=K. 所 
以 咏 是 满 射 证 毕 . 

我 们 需要 下 面 的 映射 及 其 性 质 . 令 

B?={,y) eB :y >0). 
定义 :IxJ 一 B: 为 
Gs,0) =(s, Vs 

那么 和 是 连续 满 射 . 进一步 , 我 们 有 : 

引 理 4.6.4 Y:IxJ- 了 :是 近似 同 胚 且 对 任意 的 (xD esB"xJ， 


r 


0) = (Gl ), x .oD,): (4-6-2) 
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这 里 x*e Sm" 满足 x=||x*. 
证 明 注意 到 jg( 仙 xJ)={(1,0)} 是 单 点 集 . 因此 , 对 任意 的 a>0, 由 于 J 
是 紧 的 , 利用 Wallace 定理 (定理 4.3.5)， 存 在 6e (0.1) 使 得 


diamg([1—6.,1]xJ) < 2. 


显然 , 存在 同 胚 为 :[L-5,1]]xJ->4[I-5.1]x 了 ,使 得 对 任意 的 ze 本 


hl-6,7) =G(1-6,7). 


如 图 4-11 所 示 . 


图 4-11 有 的 定义 


那么 , 1= 思 U 镍 0,1-5]xJ:IxJ- 一 了 B: 是 同 胚 且 
qd(h,$) <e. 
我 们 证 明了 Y%:IxJ-B: 是 近似 同 胚 . 式 (4-6-2) 是 显然 的 . 证 毕 . 

利用 这 些 引 理 可 以 得 到 下 面 的 结果 . 

引 理 4.6.5 对 任意 的 ne¥,B :J" 一 B" 是 近似 同 胚 . 

证 明 利用 引 理 4.6.2, 我 们 仅仅 需要 证 明 对 任意 的 ne¥, 到 : 
B"xJ 一 了 B 汪 是 近似 同 胚 . 我 们 已 经 证 明了 :B”xJ 一 B”" 是 满 射 . 对 任意 
的 a>0, 选择 同 胚 h:IxJ BB 满足 4(h.9)<e. 定义 有 了:B”"xJ 一 B”" 为 

H(x,t) = (h(a Dx nd),). 
如 图 4-12 所 示 . 
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4-12 万 的 定义 


那么 及 是 同 胚 且 由 式 (4-6-2) 知 
d(H,P) sé: 
证 毕 . 
利用 上 面 的 引 理 和 定理 4.6.1、 定 理 4.4.2, 我 们 能 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 4.6.2 五 :0 一 天 是 近似 同 胚 . 
证 明 对 任意 的 s > 0, 我 们 证 明 存 在 太 e 石 (0) 满足 下 面 的 (i) 和 (ii) . 
(i) 对 任意 的 yeK,diam 瓦 (GO)) < c: 
(ii) qd(@ ,下 oo 万)<z. 
由 Bing 收缩 准则 (定理 4.1.3) 可 说 明王 是 近似 同 胚 . 
选择 ne¥ 使 得 


2 < 二 (4-6-3) 
6 


i=n+1 


对 此 n, 由 定理 4.6.1 和 引 理 4.6.5, 存在 同 胚 he (J”) 使 得 : 


(iii) 对 任意 的 yeB”, diamh(B (7) <3: 


(iv) dD. Bo < 
定义 及 EE H(O) 为 


HOL ,N,N 2 )= VL ,ps Nan ns2d ), 
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这 里 VL , 功 ) = h(nL ,总 ). 那么 ， 
Hoj,=j,oh. (4-6-4) 


下 面 我 们 仅仅 需要 证 明 太 满足 下 面 的 (i) 和 (ii) 即 可 . 
为 证 明 (i) ,假设 y= (Gy,L ,yy yoL)eK,a=(aL ,a,,a,ns 02 ), 
b=(BJL ,b,,b,nsb,z.L)eQ, 使 得 @B(a)=B(bp)=y. 令 


y=(WL ya =(0L ;a), b=(0L ,5). 
那么 , ye J",a,b" eB”" 且 由 引 理 4.6.1 中 最 后 一 个 结论 知 , @(a")= (2")= 
2 加 .所 以 , 由 (iii) 知 
qd(h(a®),h(b°)) < 3 (4-6-5) 
又 , 因为 a,b 的 前 n 个 化 标 分 别 和 (a"),j,(5") 的 前 个 华 标 相同 , 由 万 的 
定义 知 它们 在 万 下 的 像 也 有 相同 的 性 质 . 因此 , 由 式 (4-6-5) 知 
d(H(a),H(j,(a")) < 了 d(H(b), H(j,(b")) < 
因此 , 由 j, 是 等 距 上 映射 和 式 (4-6-4) 及 (4-6-5) 知 
d(H(a), H(b)) < d(H(@), H(j, (a )) + dH, a) HOG) + aA Hb)), Hb) 


<F+d0,(h(an)), AO +3 <F+ dna ), HO) + 


我 们 证 明了 (i) . 
为 证 明 (ii) , 假设 x=( 工 :xwzxaL)esO, 像 上 面 一 样 , 我 们 令 
xza=(aL.x) .那么 ,由 引 理 4.6.1、 万 的 定义 和 式 (4-6-3) 知 
dL). BO, < 


d(@,o H(x), Bo HC.) < 
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BD)= DB) BoHG)= (Dh). 
所 以 ,由 (iv) 和 jj, 是 等 距 上 映射 知 
d (BW).B,0 HY)) 
SAB BLD +ADB, (x) Bo HC, (x) 
+d(®B,o H(j,(x)), Do HY) 


<3+d (B,Do he)) + 


< 了 + d(@(x"), Bo h(x')) + 


因此 ， (ii) 成 立 . 证 毕 . 

推论 4.6.1 Kx0. 

至 此 , 我 们 的 第 一 个 目标 已 经 达到 . 我 们 的 第 二 个 目标 是 给 出 天 中 一 
个 同 胚 于 1 “的 子 空间 1. 事实 上 ， 


-|eos 天 :六 如 = 路 croor )}. 
n=] 


引 理 4.6.6 17xl 2. 

证 明 显然 , 1 是 1 的 子 集 . 进一步 , 由 定理 2.6.12. 1 作为 天 的 子 空间 
和 作为 1 :的 子 空 间 有 相同 的 拓扑 . 而 作为 ! ?的 子 空间 , 下 面 定义 的 映射 
建立 了 1 到 ! ?的 子 空间 


1 6={(%,)d :n=0} 
之 间 的 同 胚 : 
(0.m ,区 工 ) 如果 三 0， 


区 下 J=1 (0,%;%L) 如 果 x 二 0 
一 一 一 一 1 和 0. 
os 工 站 
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如 图 4-13 所 示 . 


让 


图 4-13 有 h 的 定义 


由 于 (xm 工 )a (0,xm,z 工 ) 显 然 是 ?到 1 3 之 间 的 同 胚 , 因此 ， 


Im ?al 2. 


证 毕 . 

我 们 的 第 三 个 目标 是 证 明天 \/ 是 天 的 吸收 子 . 为 此 , 对 任意 的 =s[0,1) ， 
令 

x {eer < 
n=] 

那么 , K = KK(0). 

引 理 4.6.7 对 任意 的 ,6 e[0,1), K(a)xKx0, 且 ,如果 56<s, 那 么 
K(e)e Z(K(6)). 

证 明 显然 ， 

KW)=V-ex (4-6-6) 


建立 了 天 与 K(s) 之 间 的 同 胚 , 因此 , 第 一 个 结论 成 立 . 

为 证 明 第 二 个 结论 , 不 妨 设 5=0. 对 任意 的 的 7 > 0, 选择 ”充分 大 
使 得 
守 二 < (4-6-7) 


i=n-l 


定义 了 :天 一 天 为 


J 
无 限 维 拓扑 学 引 论 - 


及 


tom) [son : BS 2 j- 引 0.0L | 
因为 
S12s - 引 < 2 9 =, 


所 以 了 :KK 一 是 连续 的 . 又 ， 
nl 
Sa+( -se 几 扫 = -号 2 &. 
i=l 


因此 ，f(K)c K\K(s). 由 于 对 任意 的 xe KK, f(x) 和 x 的 前 n-1 个 华 标 是 相 
同 的 , 所 以 , 由 公式 (4-6-7) 知 , 4(f.idx)<w. 由 定理 4.2.3 (1) 知 
KK(s)e Z(K). 证 毕 . 
注意 到 , 作为 一 个 从 天 到 自身 的 连续 映射 . 容易 验证 , 由 公式 (4-6-6) 
定义 的 同 胚 办 满足 : 
d( 办 ,idk)<E. (4-6-8) 


现在 , 我 们 能 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 4.6.3 UK [2] 是 的 吸收 了. 
证 明 由 引 理 4.67 知 | e 1): -2.3L | 是 天 的 一 列 单调 递增 的 Z- 信 
列 我 们 证 明 其 并 为 天 的 骨架 子 , 从 而 由 定理 4.5.1 知 本 定理 的 结论 成 立 . 
我 们 仅仅 需要 验证 | 自 | 村 2.3L | 清 中 定义 4.5.1 (2) 中 的 条 件 (i) 


和 (ii) 即 可 . 为 此 , 设 n 三 2, =>0, Ze Z(K). 由 推论 4.6.1 和 定理 4.4.3， 
存在 sa se(0.s) 使 得 对 于 天 中 任何 两 个 Z- 集 之 间 的 和 单位 映射 的 距离 小 于 
忆 的 同 胚 都 可 以 扩张 为 天 到 自身 的 和 单位 映射 的 距离 小 于 = 的 同 胚 . 再 次 
应 用 推论 4.6.1 和 定理 4.4.3, 存在 e s(0,si) 使 得 对 于 天 中 任何 两 个 Z- 集 
之 间 的 和 单位 映射 的 距离 小 于 se 的 同 胚 都 可 以 扩张 为 天 到 自身 的 和 单位 映 
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射 的 距离 小 于 号 的 同 古 . 选择 >" 使 得 二 <min[ 人 .| 最 后 , 我 们 按 下 


面 的 方法 定义 同 胚 h:KK -> 使 得 其 满足 定义 4.5.1 (2) 中 的 条 件 (i) 至 
(iii) . 

1 , 1 

我 们 先 做 一 个 预 处 理 . 由 引 理 4.6.7 人 js 了 lx 所 以 , 对 于 由 


公式 (4-6-2) 定义 的 同 胚 轴 我 们 有 


qunx 人 1 Z(K), 


s=(4o7 le (2):# (2) >»)7 (# (3)) 


是 天 中 两 个 Z- 集 之 间 的 同 胚 . 由 公式 (4-5-1) 知 


而 且 


d(Eid) < q(tm) idx)=d (hmsidx) < < 
m 


因此 , 由 e, 的 选择 知 存在 同 胚 扩 张 了 :天 > 天 使 得 dida) < 全. 至 此 , 我 们 
完成 了 预 处 理 . 
现在 考虑 同 胚 轴 ,oj 三 :天 -< 人 在 Z- 集 K 人 juz 上 的 限制 
m 
n=hno /Ig (oz 那么 
did < 
2 m 
入 他 
中 人- xDck| 二 | 
所 以 , 7 是 天 的 两 个 Z- 集 之 间 的 小 于 所 的 同 胚 . 因此 , 可 以 扩张 为 天 到 自身 
的 同 胚 hn:KK >KK 使 得 4d(h,idx)<s, 则 hn 和 m 满 足 我 们 的 要 求 . 这 个 证 明 的 
思路 如 图 4-14 所 示 . 
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图 4-14 定理 4.6.3 的 证 明 思 路 


推论 4.6.2 1=s. 
证 明 由 上 面 的 定理 和 定理 4.5. 2 (2) 知 ， KV={CLOOLNUUK 人 | 
是 天 sO 的 吸收 子 , 因此 ， 
(K,K\/) ~ (2.B(O)). 
所 以 , 1xs . 证 毕 . 


现在 , 我 们 能 证 明 Anderson 定理 . 
定理 4.6.1 的 证 明 由 引 理 4.6.6 和 推论 4.6.2 知 


12=1sSw?E. 


证 毕 . 
练 习 4.6 


4.6.A. 证 明 ! 2 sl 2?x[0.D sl 2x[0.1] <l 2xO. 
4.6.B. 证 明 At ?2) sl 2. 
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